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Die numerische Stro¨mungssimulation der bei der Atmung oder Beatmung induzierten
Stro¨mung in der menschlichen Lunge stellt eine große Herausforderung dar. Die komplexe
Geometrie des vollsta¨ndigen Bronchialbaumes ist aus tomografischen Aufnahmen nur be-
dingt reproduzierbar. Wa¨re dennoch ein 3D-Modell einer gesamten menschlichen Lunge
vorhanden, wu¨rde eine Simulation der Stro¨mung in bis zu 24 Generationen sehr viel Re-
chenzeit und Speicherplatz beanspruchen. Um trotzdem Vorhersagen zu ermo¨glichen, wird
u¨blicherweise nur ein Teil der Geometrie mittels dreidimensionalen numerischen Simula-
tionen behandelt. Die Stro¨mung im verbleibenden Teil, muss dann u¨ber Randbedingungen
modelliert werden. Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer solchen Randbedingung.
Um dieses Randbedingungsmodell zu entwickeln sind zwei Schritte no¨tig. In einem ers-
ten Schritt wird ein geometrisch vereinfachtes Modell, welches die Lunge als Netzwerk
von starren Ro¨hren betrachtet, angenommen. In einem Netzwerk kann die Stro¨mung
vereinfacht u¨ber eindimensionale Gesetzma¨ßigkeiten beschrieben werden. Dabei wird die
Bernoulli-Gleichung mit Zusatztermen erweitert, mit denen die Druckverluste durch Rei-
bung, Stro¨mungsa¨nderungen und die Tra¨gheit des Fluids modelliert werden. Das elastische
Verhalten des Alveolarbereiches wird u¨ber die Ausflussrandbedingung in das Modell ge-
bracht.
Das daraus resultierende, nichtlineare Gleichungssystem wird numerisch gelo¨st. Hierfu¨r
wird ein numerische Verfahren in der Programmiersprache C++ geschrieben. Bei der
numerischen Lo¨sung wird besonders auf effiziente Programmierung geachtet um die Re-
chenzeit des Modells und den Speicherbedarf in Grenzen zu halten, da das entwickelte
eindimensionale Simulationsmodell spa¨ter als Randbedingung fu¨r Stro¨mungssimulationen
eingesetzt und dabei in jedem Zeitschritt gelo¨st werden muss.
II
Abstract
The numerical simulation of the ventilation in the human lung is a big challenge. The
large complexity is not reproducible completely and even if there is an 3D modell, the
simulation will take a lot of computation time. In order to still perform calculations, only
the larger part of the geometry is calculated using computational fluid dynamics, the
unrecognized part is usually brought into the model about boundary conditions. The aim
of this work is to create such an model of boundary condition.
To develop an model for the human lung it is necessary to find an assumption for the geo-
metry. This is done by considering the lung as an network of rigid tubes. In this model it
is possible to estimate the equations of fluid mechanics. Therefor, the Bernoulli equation
is used, in which the friction losses, the losses of changes in the flow and the inertia of the
fluid are regarded in additional terms. Also the elasticity of alveolar area should be taken
into account.
The system of nonlinear equations, that is developed in this way, should be solved nu-
merically. The development and the resolving is implemented through the programming
language C++. Points of interest are the computational time and the requirement of
memory space. That is important, because the model will later be used as boundary
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Die menschliche Atmung ist ein sehr komplizierter Vorgang, bei dem ein Gasaustausch
zwischen dem menschlichen Organismus und der Umwelt stattfindet. Dabei wird Sau-
erstoff (O2) durch konvektiven Transport in die Lunge geleitet. Der Transport in den
distalen Atemwegen erfolgt dagegen durch diffusive Vorga¨nge. In den Lungenbla¨schen dif-
fundiert O2 in die Kapillaren und Kohlenstoffdioxid (CO2) in die Lungenbla¨schen zuru¨ck.
Die mit CO2 angereicherte Luft wird anschließend wieder aus den Atemwegen heraus
transportiert. Ausfu¨hrliche Informationen zur Physiologie der Atmung finden sich z.B.
bei Silbernagl et al. [24].
Durch die Inspiration und Exspiration der Atemgase entsteht in den Atemwegen ei-
ne oszillierende Stro¨mung. Weil eine Untersuchung und Beschreibung des konvektiven
Transports enorm zum Versta¨ndnis der Stro¨mungsverha¨ltnisse beitra¨gt, befasst sich die
vorliegende Arbeit ausschließlich mit den konvektiven Vorga¨ngen. Das Verstehen dieser
Prozesse soll dazu dienen, maschinelle Beatmungsformen und damit auch die Behand-
lungsmo¨glichkeiten von Patienten zu verbessern. Besonders im Bereich der Hochfrequenz-
beatmung (HFOV) fehlt es z.B an Informationen u¨ber die Einstellung der Parameter an
Beatmungsgera¨ten, da wa¨hrend der HFOV-Beatmung Pendellufteffekte auftreten, welche
einen starken Einfluss auf die Verteilung der Atemgase in der Lunge haben. Diese Effekte
treten bei spontaner Atmung nicht auf.
Die Optimierung der maschinellen Beatmungsverfahren weist ein großes Potential fu¨r die
effektivere und schonendere Beatmung von Patienten auf. Daher sind die stro¨mungsmech-
anischen Untersuchungen der menschlichen Atmung und der Beatmungsverfahren Gegen-
stand der aktuellen Forschung. In der Arbeit von Krishnan & Brower [14] wurde gezeigt,
dass bei schweren Erkrankungen der Atemwege, wie z.B. dem akuten progressiven Lun-
genversagen (ARDS), mittels HFOV-Beatmung gute klinische Ergebnisse erzielt werden.
Die Erfahrungen mit dieser Beatmungsform sind zwar noch begrenzt, zeigen jedoch be-
reits gleichwertige Ergebnisse wie die der herko¨mmlichen maschinellen Beatmung. Infor-
mationen zu klinischen Tests mit HFOV-Beatmungen finden sich auch bei Mu¨ller et al.
[18]. Um die Mechanismen des Gastransports sowohl bei spontaner Atmung als auch bei
1
KAPITEL 1. EINLEITUNG
maschineller Beatmung besser zu verstehen, hat die Anzahl der experimentellen Unter-
suchungen stark zugenommen. Die menschliche Lunge bietet jedoch nur eingeschra¨nkt
Zugang fu¨r experimentelle Untersuchungen, weshalb sich die Experimente auf Modelle
beschra¨nken, welche die Lungengeometrie realistisch nachbilden. In der Arbeit von Adler
& Bru¨cker [1] wurde ein vergro¨ßertes Silikonmodell der ersten sechs Generationen der
menschlichen Lunge angefertigt und die darin auftretenden Stro¨mungsverha¨ltnisse unter-
sucht. Die Arbeit zeigt die Schwierigkeiten, welche bei einer experimentellen Untersuchung
der Stro¨mungen auftreten, denn Modelle der Lunge bieten nur bedingt einen Zugang fu¨r
Messungen. Das Anbringen einer Messapparatur innerhalb des Lungenmodells, wu¨rde die
Stro¨mungsvorga¨nge maßgeblich beeinflussen. Das von Adler & Bru¨cker verwendete Mo-
dell ist transparent und als Messmethode wurden optische Messverfahren (Particle Image
Velocimetry) verwendet. Als stro¨mendes Fluid wurde Wasser betrachtet. Ein a¨hnliches
Vorgehen findet sich bei Scholz et al. [23], wobei hier Luft als stro¨mendes Fluid und ein
maßstabsgetreues Lungenmodell verwendet wurde. Mittels Magnetic Resonance Imaging
(MRI) und Kontrastgasen wurde die Stro¨mung in einem Gussmodell der Lunge unter-
sucht. Die Schritte zur Fertigung eines solchen Modells sind z.B. bei Krenkel et al. [13]
erla¨utert. Ausgehend von medizinischen Bilddaten, wird die Geometrie der Lunge detail-
getreu rekonstruiert und aufbereitet. Die Daten dienen unter anderem der Erstellung von
Gussmodellen durch Rapid Prototyping, aber auch um numerische Simulationen in rea-
listischen Geometrien zu ermo¨glichen. Die distalen Atemwege wurden jedoch in keinem
der Modelle aufgelo¨st, da die Fertigung eines solchen Modells erhebliche Schwierigkeiten
aufweist.
Aufgrund der sehr kleinen, unregelma¨ßigen Geometrie, ist die pulmonale Luftstro¨mung
sehr komplex. Das macht die Erga¨nzung solcher Experimente mit numerischen Simu-
lationen unerla¨sslich. Es wurde bereits eine Vielzahl von numerischen Simulationen in
Verzweigungen, welche den Geometrien der pulmonalen Atemwegen entsprechen, durch-
gefu¨hrt. Nur wenige dieser Simulationen beru¨cksichtigen dabei hohe Frequenzen, wie sie
bei der HFOV-Beatmung auftreten. Die wohl aktuellsten und ausfu¨hrlichsten Simula-
tionen stammen von Choi et al. (2010) [3] und Wall et al. (2010) [29]. Beide verwenden
eine zeitabha¨ngige Randbedingung fu¨r das Geschwindigkeitsfeld mittels eines vorgeschrie-
benen Profils. Choi verwendet ein Finite-Volumen-Verfahren, Wall hingegen ein Finite-
Differenzen-Verfahren. Unter HFOV-Bedingungen tritt in den Atemwegen Stro¨mungsum-
kehr und Gegenstro¨mung auf, wie sie bei hohen Womersley-Zahlen typisch sind. Durch
die komplexe Geometrie erho¨ht sich auch die Komplexita¨t des Stro¨mungsfeldes und de-
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ren Einfluss auf den Gastransport. In beiden Simulationen werden nur die ersten sieben
Generationen des Bronchialbaumes dargestellt und untersucht. Fu¨r die nicht aufgelo¨sten
Bereiche wird ein eindimensionales Modell mittels 1D-3D-Kopplung als Randbedingung
verwendet.
Fu¨r die Implementierung solcher Randbedingungsmodelle existieren verschiedene Lo¨sungs-
ansa¨tze. Die Arbeiten von Olufsen et al. [19, 20] befassen sich mit einem a¨hnlichen Be-
reich der Biofluiddynamik, der Untersuchung von Blutstro¨mungen. Bei der Blutstro¨mung
handelt es sich ebenfalls um eine Form von oszillierenden Stro¨mungen, den pulsieren-
den Stro¨mungen. Da diese Art von Stro¨mungen stark von der Frequenz der Oszillation
bzw. Pulsation abha¨ngt, werden die Untersuchungen im Frequenzbereich durchgefu¨hrt.
Durchstro¨mte Geometrien, wie z.B. Blutgefa¨ße oder Atemwege, setzen der Stro¨mung einen
Widerstand entgegen. Ist dieser Widerstand frequenzabha¨ngig, wird er als Impedanz be-
zeichnet. Bei Olufsen wurde aus den Einzelimpedanzen der Gefa¨ße, eine Gesamtimpedanz
des Blutkreislaufs ermittelt, die dem sich ausbreitenden Fluid entgegenwirkt. Aufgrund
der geometrischen A¨hnlichkeit der von Olufsen verwendeten Modelle, haben Comerford
et al. [4] das Modell auf die Stro¨mung in der Lunge angepasst. Dabei wird fu¨r jeden
Bronchus eine Impedanz berechnet, aus denen die Gesamtimpedanz des Bronchialbau-
mes ermittelt wird. Das Ergebnis der Arbeit zeigt, dass die distalen Atemwege einen
signifikanten Einfluss auf den Druck im oberen Teil der Lunge haben, wobei der Ein-
fluss auf die Stro¨mung gering ist. Ein großer Vorteil des von Comerford umgesetzten
Modells liegt in der Beru¨cksichtigung des elastischen Verhaltens des Lungengewebes. Es
wird in den Impedanzen der Bronchien beru¨cksichtigt. Es erweist sich jedoch als nahezu
unmo¨glich, geeignete Parameter fu¨r das Materialverhalten des Lungengewebes zu finden,
da die Materialgesetze nicht-linear vom Druck und der Generation des Bronchialbaumes
abha¨ngen. Sowohl das Modell von Olufsen, als auch das von Comerford, bauen auf der
analytischen Lo¨sung einer oszillierenden Rohrstro¨mung von Womersley [32] auf. Diese ist
fu¨r sinusfo¨rmige Druckverla¨ufe hergeleitet und ermo¨glicht daher nur schwer eine Aussage
u¨ber nicht-sinusfo¨rmige Verla¨ufe.
Ein weiteres eindimensionales Modell wurde von Soodt et al. [25] umgesetzt. Hier wird
eine mechanische Energieerhaltungsgleichung in einem eindimensionalen Stro¨mungsfeld
abgeleitet, welche auf der Bernoulli-Gleichung basiert. In dem Modell werden fluidme-
chanische Effekte erfasst, die zu einem Druckverlust fu¨hren. Dazu za¨hlen die Reibung
und die Tra¨gheit des Fluids. Der Fokus der Studie liegt auf der dynamischen Vertei-
lung des statischen Druckes in einem mehrfach verzweigten Netzwerk durch spontane
Volumena¨nderungen in einzelnen Bereichen (Bronchien), jedoch werden nur die ersten
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sechs Generationen eines Bronchialbaumes betrachtet. Dafu¨r wird den Bronchien ein
nicht-linear elastisches Materialverhalten vorgegeben das zuna¨chst an ein Mooney-Rivlin-
Material angelehnt ist. Als Randbedingung dienen elastische Ballons mit einem a¨hnlichen
Materialverhalten. Das Ergebnis liefert die ra¨umliche Druckverteilung im Netzwerk sowie
die dominierenden Stro¨mungen. Außerdem wurde das Verhalten experimentell untersucht,
um eine Validierung des numerischen Modells vornehmen zu ko¨nnen. Mit den Experi-
menten wurde das elastische Lungenverhalten charakterisiert, analytisch beschrieben und
numerisch implementiert.
Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines eindimensiona-
len Modells, welches auf der Bernoulli-Gleichung basiert und die konvektive Stro¨mung
in der Lunge beschreibt. Das Modell soll anschließend als Randbedingung fu¨r numeri-
sche Stro¨mungssimulationen (CFD) dienen. Daru¨ber hinaus sollen Abscha¨tzungen von
Druckverlusten eines Bronchialbaumes vorgenommen werden. Die bereits angesproche-
nen Druckverluste durch Reibung und Tra¨gheit des Fluids werden u¨ber Zusatzterme
beru¨cksichtigt. Einen weiteren Druckverlust, welcher an den Verzweigungsstellen des Bron-
chialbaumes auftritt, wird ebenfalls u¨ber einen Zusatzterm in das Modell eingebracht.
Dieser Druckverlust wurde bisher in keinem Modell beru¨cksichtigt. Als Ausflussrandbe-
dingung des Modells dient ein volumenabha¨ngiger Druck, der das elastische Verhalten des
Alveolarbereiches und der nicht aufgelo¨sten Generationen des Bronchialbaumes model-
liert.
Um die Problemstellung einer Betrachtung mit der Bernoulli-Gleichung zuga¨nglich zu
machen, werden in Abschnitt 2 die no¨tigen Grundlagen bereitgestellt und verschiedene
Annahmen getroffen. Neben einer eindimensionalen Betrachtung, wird die Stro¨mung zu je-
dem Zeitpunkt als laminar und inkompressibel angenommen. Mit diesen Annahmen wird
in Abschnitt 3 die Bernoulli-Gleichung mit einer einfachen Struktur abgeleitet, welche
trotzdem lungenspezifische Effekte beru¨cksichtigt. Wenn diese Gleichung auf jeden ein-
zelnen Bronchus angewendet wird, entsteht ein Gleichungssystem, welches anschließend
gelo¨st wird. Dazu muss einen geeigneter Lo¨ser programmiert werden, was in Abschnitt 4
beschrieben ist. Wichtige Faktoren dabei sind der Rechenzeit- und der Speicherplatzbe-
darf, auf die in Abschnitt 5.5 eingegangen wird. Weiterhin werden die Ergebnisse ausge-
wertet und diskutiert. In Abschnitt 5.2 wird das Modell an einem einzelnen Bronchus ge-
testet und die Ergebnisse mit anderen Lo¨sungsansa¨tzen verglichen. In Abschnitt 5.3 folgt
die Untersuchung der Stro¨mung in einer einzelnen Verzweigung. Die Ergebnisse werden
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mit einer dreidimensionalen Stro¨mungssimulation verglichen und diskutiert. Abschließend




Um die oszillierende Ventilation in der Lunge mo¨glichst realistisch beschreiben zu ko¨nnen,
wird ein stro¨mungsmechanisches Modell mit geometrischen Randbedingungen beno¨tigt.
Die dafu¨r no¨tigen Grundlagen werden in diesem Abschnitt aufbereitet.
2.1 Physiologische Grundlagen
Die menschlichen Atemwege weisen eine sehr komplexe Topologie auf, wie Abbildung 2.1(a)
beispielhaft zeigt. Wa¨hrend der Inspiration stro¨mt Luft u¨ber den Mund oder die Nase in
den Rachen (Pharynx) und den Kehlkopf (Larynx). Dort markieren die Stimmlippen (Pli-
cae vocales) die Grenze zwischen oberen und unteren Atemwegen. Unterhalb des Larynx
beginnt die Luftro¨hre (Trachea), die sich an der Bifurcatio tracheae in den rechten und
den linken Hauptbronchus (Bronchus principalis dexter et sinister) teilt. Der Bronchus
principalis dexter teilt sich weiter in drei und der Bronchus principalis sinister in zwei
Lappenbronchien (Bronchi lobares) auf. Diese verzweigen sich als Bronchialbaum in im-
mer enger werdende Ro¨hren zu den einzelnen Segmentbronchien (Bronchi segmentales).
Von dort stro¨mt die Luft weiter u¨ber die La¨ppchenbronchien (Bronchi lobulares) bis zu den
Bronchioli, in deren Wa¨nden sich bereits teilweise Lungenbla¨schen (Alveolen) befinden,
wa¨hrend die distal folgenden Alveolarga¨nge (Ductus alveolares) nur noch aus Alveolen
gebildet werden.
Der Transport der Atemgase durch die gesamten Atemwege la¨sst sich funktionell in einen
konvektiven und einen diffusiven Bereich unterscheiden. Die Gesamtheit des luftleitenden
Teils wird als Bronchialsystem (Bronchialbaum) bezeichnet. Die Diffusion zwischen Luft-
und Blutkreislauf erfolgt in den Alveolen. Genauere Informationen zur Anatomie und
Physiologie der Lunge sind zum Beispiel bei Lippert et al. [16], Baumhoer et al. [2] oder
Silbernagl et al. [24] aufgefu¨hrt.
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(a)Gussmodell (b)Weibelmodell
Abbildung 2.1: Verschiedene Darstellungen der menschlichen Lunge. (a) Gussmodell der
menschlichen Lunge aus Kunststoff mit den Atemwegen (gelb), den Lungenarterien (rot) und
den Lungenvenen (blau), entnommen von Weibel [30]. (b) Generisches, symmetrisches Modell
des Bronchialbaumes nach Weibel [31].
2.1.1 Topologie der Lungengeometrie
Zur Abbildung der Topologie des Bronchialbaumes, existieren bereits verschiedene Kon-
zepte. Es gibt Verfahren, welche eine detailgetreue Rekonstruktion der Geometrie vor-
nehmen. In der Arbeit von Tawhai et al. [26] werden bildgebende Verfahren benutzt, um
die Topologie darzustellen. Bei Krenkel et al. [13] sind die Arbeitsschritte aufgezeigt, wel-
che von bildgebenden Verfahren aus der Medizin zu einem Modell des Bronchialbaumes
fu¨hren. Beide Nachbildungen sind sehr realistisch, jedoch auch sehr aufwendig.
Eine der a¨ltesten Untersuchungen auf diesem Gebiet wurde von Weibel bereits in den
60er Jahren durchgefu¨hrt [31]. Hier wird eine Vereinfachung vorgenommen, fu¨r die jeder
einzelne Bronchus als gerades, steifes Rohrelement betrachtet wird. So wird die komplexe
Lungengeometrie auf einfache Weise fu¨r Berechnungen zuga¨nglich gemacht, die Geometrie
der Lunge wird jedoch nicht realistisch dargestellt. Die Aufteilung in weitere Bronchien
erfolgt stets durch eine symmetrische Verzweigung, auch Bifurkation genannt, was in
Abbildung 2.1(b) veranschaulicht ist. Der Verzweigungswinkel zwischen den beiden Bron-
chien wird nach Horsefield et al. [11] auf 70◦ festgelegt. Geometrische Parameter eines
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Bronchus bilden dabei die La¨nge und der Durchmesser. Die Einteilung erfolgt in Genera-
tionen wobei die Trachea der Generation null entspricht. Nach der ersten Teilung befindet
man sich in Generation eins usw. Die Teilung setzt sich bis in die 23. Generation fort. Um
nun die charakteristischen Werte zu bestimmen, wurden von Weibel verschiedene Lun-
gen von erwachsenen Ma¨nnern untersucht. Dazu wurden diese Lungen ausgegossen und
anschließend das umgebende Lungengewebe entfernt. In dem so entstandenen Gussmo-
dell konnten nun die einzelnen Bronchien vermessen und statistisch ausgewertet werden.
Das Ergebnis dieser Vermessungen ist eine Beschreibung der Bronchien-Parameter als
Funktion der betrachteten Generation. Die Gleichungen lauten
l1(z) = l0 · e
−0.92 · z (2.1)
d1(z) = d0 · e
−0.388 · z, (2.2)
fu¨r die Generationen null bis einschließlich Generation drei, wobei l0 = 120 mm die Aus-
gangsla¨nge und d0 = 18 mm den Ausgangsdurchmesser darstellt. Mit z wird die aktuelle








−(0.293−0.0062 · z) · z, (2.4)
wobei l′0 = 25 mm die angepasste Ausgangsla¨nge und d
′
0 = 12 mm den angepassten Aus-
gangsdurchmesser darstellt. In Abbildung 2.2 ist der Verlauf von Durchmesser, La¨nge
und der durchstro¨mten Querschnittsfla¨che u¨ber den Generationen aufgezeigt. Hier wird
eine physiologisch nicht vorhandene Unstetigkeit im Verlauf der La¨nge, die aus der Ver-
wendung unterschiedlicher Gleichungen resultiert, erzeugt, deren Auswirkungen auf die
Lo¨sung jedoch vernachla¨ssigbar sind. Der Durchmesser hingegen sinkt stetig von Gene-
ration zu Generation, wobei die durchstro¨mte Querschnittsfla¨che einer Generation erst
sinkt und ab Generation vier ansteigt.
Die Gleichungen liefern keine exakten Werte fu¨r die geometrischen Parameter, sondern
betrachten einen statistischen Mittelwert der untersuchten Lungen.
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Abbildung 2.2: Geometrische Abmessungen der Atemwege nach Weibel [31] in Abha¨ngigkeit
der Generation z fu¨r den gesamten Bronchialbaum von Generation null bis 23.
Mit diesen Werten ist es mo¨glich, ein Modell der menschlichen Lunge zu erstellen, welches
den Bronchialbaum auf einfache Weise einer Berechnung zuga¨nglich macht und somit ide-
al fu¨r eine eindimensionale Betrachtung geeignet ist.
Wa¨hrend die Trachea einen Durchmesser von 18 mm und eine La¨nge von 120 mm auf-
weist, liegen diese Werte fu¨r die 23. Generation bei 0, 5 µm bzw. 0, 5 mm. Deshalb muss
ein breites Spektrum von Gro¨ßenordnungen betrachtet werden. Diese Variante der geo-
metrischen Modellierung setzt eine Symmetrie in allen Ro¨hren einer Generation voraus.
Es existieren auch andere Modelle, welche die Mo¨glichkeit bieten, eine asymmetrische
Verteilung zu beru¨cksichtigen. Im Verlauf dieser Arbeit werden jedoch ausschließlich die
Werte von Weibel benutzt und weiterhin als Weibelmodell bezeichnet. Die Verwendung
von asymmetrischen Modellen ist wesentlich aufwendiger und im Rahmen einer Master-
arbeit nicht abzuarbeiten.
2.1.2 Spontane Atmung und maschinelle Beatmung
Die natu¨rliche bzw. spontane Atmung stellt einen Gasaustausch zwischen Umwelt und
Alveolen dar. Dabei stro¨mt Luft in die Lunge (Inspiration) bzw. aus der Lunge heraus
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(Exspiration), wobei die Inspiration von Zwerchfell und Brustkorb, die Exspiration von
Brustkorb und Lunge gesteuert wird. Zur Inspiration mu¨ssen sowohl die Reibungswi-
dersta¨nde im Bronchialbaum (Resistance) als auch die elastischen Retraktionskra¨fte von
Lunge und Thorax (Compliance) u¨berwunden werden. Bei der Exspiration geht die Lunge
u.a. durch elastische Ru¨ckstellkra¨fte in ihre Ausgangsposition zuru¨ck.
Die funktionelle Trennung der Atemwege in konvektiven und diffusiven Transport ha¨ngt
sowohl von der Geometrie als auch von der Stro¨mungssituation ab. Im Weibelmodell kann
diese Trennung, abha¨ngig von der Stro¨mungsgeschwindigkeit, zwischen den Generationen
16 und 19 vorgenommen werden. Die treibende Druckkraft ergibt sich aus einer Druck-
differenz zwischen den Alveolen und der Umwelt und liegt bei der spontanen Atmung bei
ca. 100 Pa. Das Tidalvolumen, welches bei einem Atemzyklus ein- und ausgeatmet wird,
liegt bei etwa 0, 5 l. Eine typische Atemfrequenz liegt bei ca. 0, 2 Hz. Genauere Informa-
tionen zur Atemmechanik finden sich z.B. bei Silbernagl et al. [24], Hammer et al. [8] oder
Lippert et al. [16].
Wa¨hrend der mechanischen Beatmung wird die natu¨rliche Atmung unterstu¨tzt oder auch
vollsta¨ndig ersetzt. Hierfu¨r existieren verschiedene Beatmungsformen, welche entweder
druck- oder volumengesteuert sind. Einen Spezialfall bildet die HFOV-Beatmung. Diese
ist durch hohe Beatmungsfrequenzen bei niedrigen Druckamplituden und Tidalvolumen
gekennzeichnet. Anhand von Messungen von Hager et al. [7] wa¨hrend HFOV-Beatmungen,
wurden verschiedene Beatmungsfa¨lle erstellt. Aus diesen Beatmungsfa¨llen und dem Wei-
belmodell wurden von Feldmann et al. [5] typische Geschwindigkeiten im Bronchialbaum
ermittelt. Tabelle 2.1 zeigt beispielhaft die Geschwindigkeit in der Trachea fu¨r verschiede-
ne HFOV-Beatmungsfa¨lle. Die maximale Geschwindigkeit tritt jedoch nicht in der Trachea
auf, sondern in der Generation mit der niedrigsten, durchstro¨mten Gesamtfla¨che. Wie aus
Abbildung 2.2 ersichtlich wird, ist das bei Generation drei der Fall.
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Tabelle 2.1: HFOV Beatmungsfa¨lle nach Hager et al. [7] im Vergleich zur spontanen Atmung
Fall Geschwindigkeit u¯ in m/s nach Weibel Frequenz in Hz
spontane Atmung 2,0 0,2
HFOV 1 5,7 4
HFOV 2 9,8 12
HFOV 3 19,8 4
HFOV 4 13,7 12
HFOV 5 7,0 4
HFOV 6 6,1 12
HFOV 7 11,3 4
HFOV 8 11,1 12
Es wird angenommen, dass Luft bei mechanischer Beatmung Raumtemperatur (ca. 20 ◦C)
annimmt. Im Ko¨rper herrscht eine Temperatur von ca. 37 ◦C. Die Fluideigenschaften
werden daher fu¨r 30 ◦C ermittelt, wobei die Dichte ρ = 1, 16 kg/m3 und die kinematische
Viskosita¨t ν = 1, 63 · 10−5 m/s2 ist.
2.2 Stro¨mungsmechanische Grundbegriffe
Damit die Ventilation in den zentralen Atemwegen beschrieben und bewertet werden
kann, muss ein mathematischer Zugang zur Problemstellung gefunden werden. Es werden
daher Gleichungen beno¨tigt, welche das Stro¨mungsverhalten beschreiben und Parameter,
die eine Vergleichsmo¨glichkeit der Stro¨mungen bieten.
2.2.1 Grundgleichungen und Parameter
Bei der Atmung handelt es sich um eine Stro¨mung, welche durch ein periodisches Ein- und
Ausatmen oszilliert. Die wichtigsten Kennzahlen fu¨r solche Stro¨mungen sind die Reynolds-
Zahl und die Womersley-Zahl.
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Dabei ist uref eine Referenzgeschwindigkeit und lref eine Referenzla¨nge. Mit Hilfe der
Reynolds-Zahl lassen sich die Ergebnisse von verschiedenen Stro¨mungsfa¨llen (z.B. Stro¨m-
ungen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten) miteinander vergleichen. Im Fall einer
erzwungenen Stro¨mung verhalten sich diese a¨hnlich, wenn ihre Reynolds-Zahlen gleich
sind.
Die Womersley-Zahl [17] bildet ein Verha¨ltnis zwischen der Frequenz ω der oszillierenden









Die Womersley-Zahl charakterisiert den periodischen Anteil einer oszillierenden Stro¨mung
sowie die Tra¨gheit des stro¨menden Fluids. Mit steigender Womersley-Zahl wird der Ein-
fluss der Tra¨gheit immer gro¨ßer. Auf den Einfluss auf das Stro¨mungsprofil wird spa¨ter
noch genauer eingegangen.
Wie in Abschnitt 2.1.1 besprochen, wird als geometrische Randbedingung fu¨r das ein-
dimensionale Modell das Weibelmodell benutzt. Einzelne Bronchien werden daher als
gerade, starre Ro¨hren betrachtet. In Abbildung 2.3 ist die Geometrie eines rohrfo¨rmigen
Bronchus dargestellt.
Abbildung 2.3: Skizze eines generischen Bronchus, entnommen von Feldmann et al. [5], mit
einer vom Radius und der Zeit abha¨ngigen Geschwindigkeit (blau dargestellt).
Da es sich um eine Rohrstro¨mung handelt, wird zur Bildung von Womersley-Zahl und
Reynolds-Zahl der Durchmesser des Bronchus herangezogen. Fu¨r die Bestimmung der
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Reynolds-Zahl wird als Referenzgeschwindigkeit der zeitlich maximale Wert der fla¨chenge-
mittelten Geschwindigkeit im Bronchus verwendet.
Die Mach-ZahlMa einer Stro¨mung ist definiert als Quotient von Stro¨mungsgeschwindigkeit
zur lokalen Schallgeschwindigkeit im stro¨menden Fluid. In Luft entspricht diese bei 30 ◦C
ca. 349 m/s. Laut Tabelle 2.1 liegt die ho¨chste Stro¨mungsgeschwindigkeit in der Trachea
bei der HFOV-Beatmung bei ca. 20 m/s. Die maximale Geschwindigkeit tritt in der Ge-
neration mit der geringsten durchstro¨mten Querschnittsfla¨che auf. Laut Abbildung 2.2 ist
das im Weibelmodell bei Generation drei der Fall. Die Geschwindigkeit liegt hier bei ca.
30 m/s, woraus sich Ma = 30 m/s
349 m/s
≈ 0, 09 ergibt. Bei Ma≪ 0, 3 kann die Stro¨mung als
inkompressibel angenommen werden [10, Seite 285]. In diesem Fall werden die inkompres-











= −~∇p+ η~∆~u (2.7)
~∇ · ~u = 0 (2.8)
verwendet. Mit p wird der Druck und mit u die Geschwindigkeit bezeichnet. ~∇ ist der
Nabla-Operator und ~∆ der Laplace Operator. ρ steht fu¨r die Dichte und ν fu¨r die dy-
namische Viskosita¨t. Gleichung (2.7) beschreibt die Impulserhaltung und Gleichung (2.8)
die Massenerhaltung. Da keine a¨ußeren Kra¨fte wirken, muss kein zusa¨tzlicher Kraftterm
beru¨cksichtigt werden. Der Schwerkrafteinfluss auf die Luft in der Lunge kann aufgrund
der geringen Dichte und des geringen Ho¨henunterschiedes vernachla¨ssigt werden.
2.2.2 Exakte Lo¨sungen der Navier-Stokes-Gleichungen
Im Zusammenhang mit arteriellen Blutstro¨mungen wurde 1957 von Womersley [32] die
analytische Lo¨sung fu¨r eine oszillierende Rohrstro¨mung vorgestellt. Die Herleitung [22] soll
hier in wenigen Schritten nachvollzogen werden. Bei der Betrachtung einer instationa¨ren,
ebenen Stro¨mung sind die instationa¨ren Anteile des Geschwindigkeitsfeldes unabha¨ngig




= 0. Die Navier-Stokes-Gleichungen (2.7) und
(2.8) in Zylinderkoordinaten reduzieren sich in diesem Fall zu
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Die Gleichung (2.10) sagt aus, dass der Druck in einem Querschnitt konstant ist. Die
Randbedingung fu¨r die Geschwindigkeit lautet u(r = R) = 0. In Gleichung (2.9) ist der
Druck durch den Term − ∂p
∂x
beru¨cksichtigt. Ausgangspunkt fu¨r eine oszillierende Stro¨mung







= C · sin(ωt) = −i ·C · eiωt, (2.11)
mit der Amplitude C und der imagina¨ren Einheit i. Setzt man diese in Gleichung (2.9)
ein und schreibt die Geschwindigkeit in der Form u(r, t) = f(r) · eiωt, ergibt sich die
Amplitudenverteilung in Form einer Differentialgleichung, deren Lo¨sung






















lautet. Dabei entsteht eine Geschwindigkeitsverteilung u(r,t) aufgrund eines sinusfo¨rmigen
Druckgradienten mit der Amplitude C. J0 ist dabei die Besselfunktion erster Art und
nullter Ordnung. Die Abbildung 2.4 zeigt, dass fu¨r Wo≪ 1 ein Geschwindigkeitsprofil
entsteht, welches zu jedem Zeitpunkt exakt einer Lo¨sung unter Annahme einer voll aus-
gebildeten, laminaren Rohrstro¨mung entspricht. Mit steigender Womersley-Zahl vera¨ndert
sich das Geschwindigkeitsprofil, bis schließlich bei Wo≫ 1 ein plateufo¨rmiges Geschwin-
digkeitsprofil entsteht.
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Abbildung 2.4: Dimensionslose Geschwindigkeitsprofile in einem generischen Bronchus (blau),
bezogen auf einen oszillierenden Druckgradienten (rot), ermittelt nach Gleichung (2.12) bei
verschiedenen Womersley-Zahlen nach Feldmann et al. [5].
Die in Abbildung 2.4 dargestellten Geschwindigkeitsverla¨ufe sind auf die maximale Ge-
schwindigkeitsamplitude normiert. Wenn sich nun die Womersley-Zahl erho¨ht, sinkt die
Amplitude der Geschwindigkeit. Um eine definierte Reynolds-Zahl zu erreichen, muss eine
Druckschwingung mit definierter Amplitude vorgegeben werden. Im Fall einer steigenden
Womersley-Zahl, ist fu¨r den Druckgradienten eine ho¨here Amplitude no¨tig, um die gleiche
Reynolds-Zahl zu erreichen. Letzteres ist bei Feldmann et al. [5] im Detail diskutiert.
Fu¨r den Fall einer voll ausgebildeten, laminaren Stro¨mung la¨sst sich ebenfalls eine ana-
lytische Lo¨sung ableiten [22]. In der Ausgangsgleichung (2.7) wird hierfu¨r der zeitliche
Einfluss vernachla¨ssigt, es gilt also ∂u
∂t
= 0. Es existieren keine Geschwindigkeiten in radia-
ler Richtung und Umfangsrichtung, sondern nur eine Geschwindigkeit u(r, t) in Richtung
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der Rohrachse (vgl. Abbildung 2.3). Der Druck variiert in x-Richtung, ist aber in jedem















Als Randbedingungen gelten u(r = R) = 0. Die Lo¨sung der Gleichung ergibt ein para-


















welches denen in Abbildung 2.4 fu¨r Wo≪ 1 gleicht. Das Druckgefa¨lle ha¨ngt dann nur
noch von der mittleren Geschwindigkeit um =
V˙
piR2















berechnen la¨sst. Die Gleichung (2.17) gilt jedoch nur unter den getroffenen Annahmen
einer voll entwickelten, laminaren Stro¨mung. Fu¨r eine Stro¨mung in einem kreisfo¨rmigen
Rohrsegment, bei der der Gradient ∂p
∂x
durch die Drucka¨nderung u¨ber die Rohrla¨nge ∆p
l
ersetzt wird, ergibt sich mit Gleichung (2.5) fu¨r den Druckverlust die Formel
∆p =
8 · η · l
π ·R4
· V˙ . (2.18)
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Die Stro¨mung unter den zuvor getroffenen Annahmen ist als Hagen-Poiseuille-Stro¨mung
bekannt.
Wenn in Gleichung (2.7) neben der Annahme einer stationa¨ren Stro¨mung auch die Rei-








Physikalisch bedeutet das, dass ρ
2
u2 + p entlang einer Stromlinie konstant ist. Bei der
Betrachtung einer Rohrstro¨mung wird nun angenommen, dass die gesamte Stro¨mung im
Rohr mit nur einer Stromlinie beschrieben werden kann. Damit kann die Integration u¨ber
die Rohrla¨nge ausgefu¨hrt werden. Man erha¨lt die Bernoulli-Gleichung
ρ
2
u2 + p = const. (2.20)
Gleichung (2.20) beschreibt die Energieerhaltung fu¨r inkompressible und instationa¨re
Stro¨mungen. In obiger Form ist diese als Druckgleichung angefu¨hrt, was bedeutet, dass
alle Terme die Einheit des Druckes tragen. Um eine laminare Rohrstro¨mung mit Reibung
zu beschreiben, kann die Hagen-Poiseuille-Stro¨mung verwendet werden. Die Bernoulli-
Gleichung, welche zusa¨tzlich eine reibungsfreie Stro¨mung voraussetzt, kann mit einem
Zusatzterm fu¨r die Berechnung von reibungsbehafteten Stro¨mung erweitert werden. Bei
einer voll ausgebildeten, laminaren Stro¨mung entspricht der Druckverlust durch Wandrei-
bung Gleichung (2.18). Auch Stro¨mungsa¨nderungen z.B. bei Einbauten im Rohr oder an
Verzweigungen, welche einen Druckverlust verursachen, ko¨nnen u¨ber einen Zusatzterm [6]
erfasst werden. Der Term hat allgemein die Form
pm =
ζ · ρ ·u2
2
, (2.21)
wobei ζ einen Verlustbeiwert darstellt, welcher an die spezifischen geometrischen Verha¨lt-
nisse angepasst werden muss. Mit den Gleichungen (2.18), (2.20) und (2.21) la¨sst sich eine
inkompressible, instationa¨re Rohrstro¨mung beschreiben, die zusa¨tzlichen Widersta¨nden
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ausgesetzt ist. Der Vorteil gegenu¨ber der analytischen Lo¨sung einer oszillierenden Rohr-
stro¨mung besteht in der Einfachheit der Gleichung. Sie ist jedoch nicht geeignet, um
instationa¨re Effekte zu erfassen. Da in der Bernoulli-Gleichung, welche eine reibungs-
freie Stro¨mung voraussetzt, u¨ber Zusatzterme auch Reibung erfasst werden kann, wird
nun versucht, auch instationa¨re Effekte u¨ber einen Zusatzterm zu beru¨cksichtigen. Eine
Mo¨glichkeit besteht in der Erfassung der Tra¨gheit des stro¨menden Mediums. Ein Zusatz-





beru¨cksichtigt werden, wobei L die Tra¨gheit ist, welche in Abschnitt 3.1.1 noch genauer
untersucht wird. ∆p bildet den Druckverlust in Abha¨ngigkeit der Tra¨gheit und der zeitli-
chen A¨nderung des Volumenstroms. Die Bilanzierung der Energie am Ein- und Ausgang
eines Rohres lautet dann
ρ
2
u2 + pE =
ρ
2
u2 + pA +
8 · η · l
π ·R4
· V˙ +






pE ist hier der Druck am Eingang des Rohres und pA der am Ausgang. Zur Verein-
fachung wird die Geschwindigkeit als u bezeichnet, womit jedoch im Folgenden stets
die fla¨chengemittelte Geschwindigkeit im Rohr gemeint ist. Der Zusammenhang zwi-
schen Volumenstrom und Geschwindigkeit ist u¨ber die Kontinuita¨tsgleichung V˙ = A · u
gegeben, wobei A die Querschnittsfla¨che des Rohres ist. Das bedeutet, dass sich die
Stro¨mungsgeschwindigkeit u u¨ber die La¨nge eines geraden Rohres nicht a¨ndert. Daru¨ber
hinaus kann die Geschwindigkeit u¨ber den Volumenstrom ausgedru¨ckt werden und um-
gekehrt. Die vollsta¨ndige Beschreibung der Druckverluste bei der Durchstro¨mung eines
einzelnen Rohrsegmentes ist also durch die Differentialgleichung
pE − pA = ∆p =
ζ · ρ
2 ·A
· V˙ 2 +
8 · η · l
π ·R4




gegeben. Der erste Term auf der rechten Seite erfasst dabei Druckverluste durch A¨nderung-
en der Stro¨mung, der zweite die Reibungsverluste und der dritte den Einfluss der Tra¨gheit
des oszillierenden Fluids. Der Tra¨gheitsterm darf nicht mit der instationa¨ren Bernoulli-
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Gleichung verwechselt werden, denn fu¨r diese gilt die Annahme einer staiona¨ren Stro¨mung
nicht.
Die Tatsache, dass mit der Bernoulli-Gleichung verschiedenartige Verluste aufsummiert
werden ko¨nnen, fu¨hrt dazu, dass eine Vielzahl von Effekten erfasst werden kann, ohne das
die Gleichung ihre einfache Struktur verliert.
2.2.3 Parameterraum der Beatmungsfa¨lle
Eine Grundannahme bei der Entwicklung des Modells ist das Vorliegen einer voll aus-
gebildeten, laminaren Stro¨mung. Es gilt also Gleichung (2.17). Eine nicht oszillierende
Stro¨mung gilt als laminar, wenn Re< 2300 [27] ist. Die Richtigkeit der getroffenen An-
nahme ha¨ngt somit von der Eingangsgeschwindigkeit ab. In fortlaufenden Generationen
wird aufgrund des sich aufteilenden Volumenstroms die Geschwindigkeit immer geringer.
Da jedoch eine oszillierende Stro¨mung betrachtet wird, muss noch untersucht werden, ob
die Oszillation einen Einfluss auf das Turbulenzverhalten hat. Die Abbildung 2.5 zeigt
die Reynolds-Zahl u¨ber der Womersley-Zahl, welche sich ergibt, wenn die Beatmungsfa¨lle
aus Tabelle 2.1 auf die geometrischen Randbedingungen des Weibelmodells angewendet
werden. Neben der Darstellung der verschiedenen Beatmungsfa¨lle entha¨lt das Diagramm
auch eine Stabilita¨tsgrenze der Stro¨mung. Die Markierungen auf den Kurven entsprechen
den Generationen des Weibelmodells, wobei der am weitesten rechts gelegene Punkt die
Generation null darstellt, die zweite Markierung von rechts entspricht Generation eins
usw.
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Abbildung 2.5: Parameterbereich verschiedener Beatmungsfa¨lle in den einzelnen Generationen
eines Bronchialbaumes (Symbole) und einer Stabilita¨tsgrenze, entnommen von Feldmann et al.
[5].
Laut Abbildung 2.5 treten in der Trachea Reynolds-Zahlen im Bereich von ca. 2000 <
Re< 22000 und Womersley-Zahlen im Bereich von ca. 2, 5 < Wo< 20 auf. In den oberen
Generationen kann die Stro¨mung daher nicht mehr als laminar angenommen werden. Nur
unterhalb der Stabilita¨tsgrenze liegt eine laminare Stro¨mung vor.
Fu¨r die Verwendung als Randbedingung wird angenommen, dass die Berechnung in Ge-
neration sieben beginnt. Hier liegt der Parameterraum bei ca. 130 < Re < 1400 und
0, 3 < Wo< 2, 5. Alle Werte liegen somit deutlich unterhalb der Stabilita¨tsgrenze. Damit
kann die Stro¨mung dort als laminar angenommen werden.
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3 Aufbau des Modells
Die geometrischen Randbedingungen fu¨r das eindimensionale Modell der Lungenventi-
lation sind durch das Weibelmodell bereits definiert. Die im Abschnitt 2.2 dargestellte
Gleichung (2.24) wird im Folgenden zusammen mit diesen geometrischen Randbedingun-
gen angewendet, woraus ein eindimensionales Modell zur Berechnung der Ventilation in
der menschlichen Lunge entsteht.
3.1 Bestimmung der Verlustkoeffizienten
Die Energieerhaltungsgleichung (2.24) entha¨lt Unbekannte, mit denen die Energieverluste
im Bronchialbaum modelliert werden. Wie bereits in Abschnitt 2.2.2 angesprochen, wer-
den die Energieverlustterme in der Bernoulli-Gleichung als Druckverluste beschrieben.
Diese entstehen durch Reibung an den Wa¨nden und an den Verzweigungen der Bronchi-
en sowie durch die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids. Um die Druckverluste zu erfassen,
werden nun die in Gleichung (2.24) enthaltenen Unbekannten bestimmt.
3.1.1 Verluste durch Reibung und Tra¨gheit
Die Atmung ist ein konvektiver Transport von Luft durch den Bronchialbaum. Es tritt ein
Druckverlust infolge von Wandreibung auf. Da es sich bei dem konvektiven Transport um
einen oszillierenden Vorgang handelt, muss auch die Tra¨gheit des Fluids beru¨cksichtigt
werden. Die Verluste durch Reibung und Tra¨gheit ko¨nnen an der Energieerhaltung eines
Volumenelements hergeleitet werden. An dem in Abbildung 3.1 dargestellten Volumen-
element wirken die Druckkra¨fte F0 = p0 ·A0 und F1 = p1 ·A1. Da das Element bewegt
wird, wirken Reibungskra¨fte (FR). Erfolgt zusa¨tzlich eine Beschleunigung, treten auch
Tra¨gheitskra¨fte (FT ) auf.
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p0 ·A0 p1 ·A1 DFR FT
l
Abbildung 3.1: Kra¨ftebilanz am Volumenelement der La¨nge l und des Durchmessers D fu¨r die
Fluidsa¨ule einer oszillierenden Stro¨mung.
Die Kra¨ftebilanz ergibt sich zu
F0 = F1 + FT + FR. (3.1)
Die Tra¨gheitskraft wird als d’Alembertsche Tra¨gheitskraft angenommen, welche der Be-
schleunigung einer Masse entgegen wirkt. Die Tra¨gheitskraft wird als




beschrieben. Wenn die Gleichung (3.1) in die Dimension des Druckes gebracht wird, ergibt
sich













wobei der dritte Term den Druckverlust infolge der Wandreibung darstellt, welcher mithil-
fe von Gleichung (2.18) ausgedru¨ckt werden kann und als ∆pfric bezeichnet wird. Da der
Bronchus als gerades Rohr angena¨hert wird, bleibt die Querschnittsfla¨che unvera¨ndert und
A1
A0
= 1. Der zweite Term beschreibt den Einfluss der Tra¨gheitskra¨fte. In Abschnitt 2.2.2
wurde bei der Abbildung 2.4 bereits erwa¨hnt, dass bei einem Anstieg der Womersley-Zahl
ein ho¨herer Druckgradient no¨tig ist, um einen gleichbleibenden Volumenstrom zu erhal-
ten. Das fu¨hrt bei der Vorgabe eines Volumenstroms zu einem Druckanstieg, der durch
die Bewegung des Fluids auftritt. Dieser wird mittels des zweiten Terms beru¨cksichtigt.
Bei Erweiterung dieses Term mit l
l









= ρ gilt. Der
Einfluss der Tra¨gheit lautet also
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Die in Abschnitt 2.2.2 eingefu¨hrte Tra¨gheit in Gleichung (2.22) ergibt sich hiermit in
unserem Fall zu L = ρ · l
A
. Die Erfassung der Tra¨gheit u¨ber diesem Term findet sich auch
bei Zielke [33].
3.1.2 Verlust durch Verzweigungen
An den Verzweigungspunkten des Bronchialbaumes treten Verluste durch Stro¨mungsab-
lo¨sung und die Erzeugung von mehrdimensionalen Stro¨mungsstrukturen auf, welche mit
der eindimensionalen Bernoulli-Gleichung nicht erfasst werden. Da diese Verluste trotz-
dem beru¨cksichtigt werden, werden wie in der Literatur u¨blich, empirisch ermittelte Ver-
lustkoeffizienten in die Bernoulli-Gleichung eingebracht. Der Verlustwert wird in Glei-
chung (2.24) als ζ bezeichnet. Bei der Bestimmung der ζ-Werte wird eine Fallunterschei-
dung vorgenommen. Bei der Inspiration stro¨mt die Luft, wie in Abbildung 3.2(a) skiz-
ziert, in die Lunge. Beim U¨bergang in die tiefere Generation liegt also eine Trennung der
Stro¨mung vor, da sich die Luft in zwei Bronchien aufteilt. Folglich handelt es sich bei der
Exspiration um eine Vereinigung, wie in Abbildung 3.2(b) angedeutet, da die Luft aus
zwei tieferen Bronchien zusammengefu¨hrt wird.
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Abbildung 3.2: Fallunterscheidung fu¨r die Stro¨mung an einer Verzweigung von Bronchien: (a)
Stromtrennung bei der Inspiration (b) Stromvereinigung bei der Exspiration.
Die Verlustbeiwerte fu¨r eine Stromtrennung werden u¨ber die Gleichung









ermittelt, was dem Verlustbeiwert nach Truckenbrodt [27] fu¨r eine symmetrische Auftei-
lung des eingehenden Volumenstroms entspricht, wobei ϑ den Verzweigungswinkel anzeigt.
Bei einer Stromvereinigung gilt dagegen die Gleichung














die ebenfalls auf der Annahme einer symmetrischen Verteilung der Volumenstro¨me nach
Truckenbrodt [27] basiert.
Da im Weibelmodell symmetrische Verzweigungen angenommen werden, ist der Verzwei-
gungswinkel in allen Verzweigungen einer Generation und in allen Generationen gleich.
Mit dem bei Horsefield et al. [11] angegebenen Winkel von 70◦, ergibt sich ϑ = 35◦.
3.2 Umsetzung des Modells
Mithilfe des Weibelmodells wird der Bronchialbaum als ein symmetrisches System aus
geraden Ro¨hren und deren Verzweigungen dargestellt. Die Gleichung (2.20) gilt entlang
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einer Stromlinie. Mit der Annahme, dass die Rohrstro¨mung mit nur einer Stromlinie
beschrieben werden kann, wird die Gleichung (2.24) auf ein Rohr angewendet. Bei der






Abbildung 3.3: Diskrete Druckwerte bei einzelnen Bronchien.
Durch Anwenden der Gleichung (2.20) bzw. Gleichung (2.24) auf die einzelnen Bronchi-
en aus Abbildung 3.3 ergibt sich eine Energiebilanz zwischen den Punkten 0 / 1 sowie
zwischen 21’ / 21 und 22’ / 22. In den einzelnen Bronchien fallen Druckverluste durch
Reibung und durch die Tra¨gheit der Atemluft an. Wenn diese Einzelbronchien zu einer
Verzweigung zusammengesetzt werden, wird zusa¨tzlich der Druckverlust an der Verzwei-
gung beru¨cksichtigt. Dieser wird durch den ersten Term in Gleichung (2.24) erfasst. Wie
in Abschnitt 3.1.2 definiert wurde, ist der Verlustbeiwert fu¨r die Stro¨mung vom Volumen-
strom V˙0 abha¨ngig. An der Verzweigungsstelle muss Druckausgleich herrschen, weshalb
die Druckwerte an der Verzweigungsstelle gleichgesetzt werden. Es gilt also p1 = p21′ und
p1 = p22′ . Die diskreten Punkte fu¨r Druck und Volumenstrom bei den zusammengesetzten







Abbildung 3.4: Reihenschaltung einzelner Bronchien zu einer einfachen Verzweigung mit dis-
kreten Werten fu¨r den Volumenstrom und den Druck.
Wird die Gleichung (2.8) auf gerade Bronchien angewendet, ergibt sich V˙ = u ·A =
const. Da die Stro¨mung an einer Verzweigung ebenfalls die Massenerhaltung erfu¨llt, ist
der Zusammenhang der einzelnen Volumenstro¨me u¨ber
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V˙0 = V˙11 + V˙12 (3.7)
gegeben. Als Randbedingungen wird der Volumenstrom V˙0, sowie die Druckwerte p21 und
p22 vorgegeben. Die Seite des Modells, an welcher der Volumenstrom vorgegeben ist, wird
als Einlass bezeichnet, auch wenn an dieser Seite bei einer oszillierenden Stro¨mung die
Stro¨mung zeitweise austritt. Die Seite mit den vorgeschriebenen Druckwerten wird als
Auslass bezeichnet, wobei an letzterer die oszillierende Stro¨mung ebenfalls einstro¨men
kann. An dieser Notation wird fu¨r den weiteren Verlauf der Arbeit festgehalten.
Mit diesen Vorgaben wird der Druck p1 an der Verzweigung und der Druck p0 am Einlass
berechnet. Die Druckwerte, welche am Auslass vorgegeben werden, werden als Druckrand-
bedingung bezeichnet. Sind diese Werte an den einzelnen Ausla¨ssen identisch, wird das
als Symmetrie der Randbedingungen bezeichnet. Unterscheiden sich die Werte, wird von
einer asymmetrischen Randbedingung gesprochen.
3.2.1 Aufstellen des Gleichungssystems
Bei der Anwendung von Gleichung (2.24) auf ein Netzwerk von Verzweigungen, entsteht
ein System von Differentialgleichungen. Das Gleichungssystem wird im Folgenden bei-
spielhaft an der in Abbildung 3.5 dargestellten, schematischen Darstellung des Bronchi-
albaumes aufgestellt.
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung des Bronchialbaumes u¨ber drei Generationen in
nicht maßstabsgetreuer Darstellung nach Weibel [31], mit den in Abschnitt 3.2 eingefu¨hrten
Bezeichnungen.
Die Abbildung 3.5 zeigt drei Generationen des Bronchialbaumes mit Druckwerten und
Volumenstro¨men. Die gru¨n markierten Werte werden als Randbedingung vorgegeben. Zur
Abscha¨tzung des Druckverlustes in Bronchialba¨umen ko¨nnen am Einlass Werte fu¨r den
Volumenstrom festgelegt werden. Da das Modell auch als Randbedingung fu¨r Simulationen
im Rahmen der Computational Fluid Dynamics (CFD) genutzt werden soll, ko¨nnen als
Volumenstrom auch die Simulationsergebnisse vorgeben werden. Die Werte fu¨r den Druck
am Auslass werden zuna¨chst als konkreter Zahlenwert spezifiziert. Bei der Anwendung
von Gleichung (2.24) auf jeden Bronchus dieses Systems, entsteht ein Gleichungssystem,
welches symbolisch als
f(~x) = ~b (3.8)
geschrieben wird. Die einzelnen Gleichungen lauten
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p0 − p1 = Bif0 · V˙
2
0 + Fric0 · V˙0 + Ine0 ·
∂V˙0
∂t
p1 − p21 − Bif1 · V˙
2




p1 − p22 − Bif1 · V˙
2




















Mit Fricz werden die Druckverluste durch Reibung (friction losses) und mit Inez die
Druckverluste durch die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids (inertia losses) bezeichnet.
Siw wurden in Abschnitt 3.1.1 hergeleitet. Der Druckverlust an den Verzweigungsstellen
(bifurcation losses) wird mit Bifz beschrieben, welcher in Abschnitt 3.1.2 erla¨utert wurde.












In Abschnitt 3.1.2 wurden die Verluste an den Verzweigungsstellen so hergeleitet, dass
diese in Abha¨ngigkeit des oberen Bronchus beru¨cksichtigt werden. Der Verlust durch die
Verzweigung zwischen Generation null und eins wird daher, in Abha¨ngigkeit von V˙0, in
Generation null beru¨cksichtigt. Das Gleiche gilt fu¨r die Verzweigungen zwischen Genera-
tion eins und zwei, welche in Generation eins beru¨cksichtigt werden. In Generation zwei
fallen daher keine Verzweigungsverluste an, da diese bereits in den oberen Generationen
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beru¨cksichtigt wurden.
Die Massenerhaltung an den Verzweigungen ergibt mit Gleichung (3.7)
V˙11 + V˙12 = V˙0
V˙11 − V˙21 − V˙22 = 0 (3.10)
V˙12 − V˙23 − V˙24 = 0.
Der Vektor der Unbekannten fu¨r dieses System wird als
~xT = [p0, p1, p21, V˙11, p22, V˙12, V˙21, V˙22, V˙23, V˙24] (3.11)
definiert. Die aufgestellten Gleichungssysteme (3.9) und (3.10) bestehen aus zehn Diffe-
rentialgleichungen, die die Druckverha¨ltnisse im Bronchialbaum aus Abbildung 3.5 be-
schreiben. Durch Vorgabe von Randbedingungen fu¨r den Volumenstrom am Einlass und
den Druckwerten am Auslass, die Vektor ~b entha¨lt, kann das Gleichungssystem numerisch
gelo¨st werden. Das Ergebnis liefert die Verteilung von Druck und Volumenstrom im Bron-
chialbaum an den diskreten Punkten aus Abbildung 3.5.
Die Berechnung eines Atemzyklus, bei dem als Randbedingung ein vera¨nderlicher Volu-
menstrom (V˙0 = V˙0(t)) am Einlass vorliegt, ist mittels Gleichung (2.24) nicht mo¨glich, da
die Gleichung (2.20) nur fu¨r stationa¨re Stro¨mungen gilt.
Wenn ein zeitabha¨ngiger Volumenstrom vorgegeben werden soll, wird dieser zeitlich dis-
kretisiert. An jedem diskreten Zeitpunkt liegt dann ein konkreter Wert fu¨r den Volu-
menstrom vor. Am Auslass werden Druckwerte festgelegt, welche wa¨hrend des gesamten
Atemzyklus konstant sind. Mit diesen Werten wird eine stationa¨re Lo¨sung berechnet.
Auf die Betrachtung von vera¨nderlichen Druckrandbedingungen wird in Abschnitt 3.2.2
genauer eingegangen.
3.2.2 Ausflussrandbedingung
Wie in Abschnitt 2.1 bereits erwa¨hnt ist, zeigt die Lunge ein elastisches Verhalten. In dem
vorgestellten eindimensionalen Modell werden die Bronchien jedoch als starre Ro¨hren be-
trachtet. Somit kann das elastische Verhalten eines Bronchialbaumes nicht nachgebildet
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werden. Da in den Atemwegen eine funktionelle Trennung zwischen konvektivem und dif-
fusivem Transport vorliegt (vgl. Abschnitt 2.1.2), werden die unteren Generationen eines
Bronchialbaumes nicht berechnet. Die Trennung wird in Abschnitt 5.4 genauer unter-
sucht. Nicht beru¨cksichtigte Generationen und der Alveolarbereich zeigen ein elastisches
Verhalten, welches als Randbedingung in das Bernoulli-Modell eingebracht wird. Hierfu¨r
wird, wie bei Soodt et al. [25], am Auslass der letzten berechneten Generation des Bron-
chialbaumes ein Ballon angeha¨ngt, wie in Abbildung 3.6 dargestellt ist.
V˙ p(V )
Abbildung 3.6: Schematische Darstellung eines Ballons am Ende eines Bronchus mit dem
volumenabha¨ngigen Druck p(V ).
Das Volumen im Ballon ha¨ngt von dem Volumenstrom im Bronchus wa¨hrend des Atem-
zyklus ab. Fu¨r den Bronchus in Abbildung 3.6 ergibt sich das Volumen zu
V (T ) =
T∫
0
V˙ (t) · dt. (3.12)
An jeden Auslass wird ein Ballon gesetzt, der eine Compliance aufweist. Mithilfe dieses





vorgegeben werden. Mit der Compliance wird das Materialverhalten des Ballons charak-
terisiert.
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Da in der Literatur fu¨r den Alveolarbereich keine Compliance-Werte zu finden sind, wird
zuna¨chst das elastische Verhalten von Lunge und Thorax betrachtet. Diese weisen ei-
ne Druck-Volumen-Beziehung auf, welche in Abbildung 3.7 dargestellt ist. In der Medi-
zin ist es u¨blich, die Dehnungskurve von Lunge und Thorax wa¨hrend der Atmung zu
messen. Die treibende Druckdifferenz zwischen Alveolarbereich und Umwelt, welche in
Abschnitt 2.1.2 bereits angesprochen wurde, ist wa¨hrend der In- und Exspiration ent-
gegengesetzt. Durch die verschiedenen Stro¨mungswidersta¨nde beim Ein- und Ausatmen
zeigt sich ein Hystereseverhalten. Misst man die Dehnungskurve nach der Exspiration bei
entspannter Atemmuskulatur, ergibt sich die Ruhedehnungskurve. Genauere Informatio-





















Abbildung 3.7: Dynamische Druck-Volumen-Beziehung bei der Inspiration (blau), der Exspi-
ration (rot) und der Ruhedehnungskurve (gru¨n), entommen von Silbernagl et al. [24].
Um dem Ballon ein Materialverhalten zuzuordnen, wird nun die Ruhedehnungskurve ver-
wendet. So kann an jedem Auslass ein Ballon mit einer anderen Compliance angeha¨ngt
werden. Fu¨r das System in Abbildung 3.5 wu¨rden dann die Druckvorgaben
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gelten. Damit ist es mo¨glich, in jedem berechneten Zeitschritt eine andere Druckrandbe-
dingung festzulegen und die Einflu¨sse des elastischen Verhaltens der nicht vom Modell
aufgelo¨sten Bereiche als Randbedingung zu beru¨cksichtigen. Da die Ruhedehnungskurve
fu¨r die gesamte Lunge und den Thorax betrachtet wird, wird der vorgegebene Compliance-
Wert auf die Generation des Auslasses skaliert.
Die Vorgabe eines volumenspezifischen Druckes kann spa¨ter noch erweitert werden, indem
den Ballons ein nicht-lineares Materialverhalten vorgegeben und die Hysterese beru¨cksicht-
igt wird. Ein Ansatz fu¨r ein lungena¨hnliches Materialverhalten ist z.B. ein Mooney-Rivlin-
Modell, was unter anderem von Soodt et al. [25] verwendet wird.
3.3 Lo¨sen des Gleichungssystems
In diesem Abschnitt werden die Schritte zur Lo¨sung des in Abschnitt 3.2.1 aufgestellten
Gleichungssystem (3.8) erarbeitet. Da in den Gleichungen die Ableitungen der Volumen-
stro¨me auftreten, liegen hier Differentialgleichungen vor. In Abschnitt 3.2.1 wird die zeitli-
che Diskretisierung des Volumenstroms beschrieben, um ganze Atemzyklen zu berechnen.
In einem beliebigen Zeitschritt sind daher die Volumenstro¨me vergangener Zeitschritte




V˙ tk − V˙ tk−1
∆t
, (3.14)
wobei mit tk der jeweilige Zeitschritt und mit ∆t die Zeitschrittweite bezeichnet ist. So-
mit ist das System von Differentialgleichungen auf ein System von diskreten quadratischen
Gleichungen reduziert, das auf unterschiedliche Weise gelo¨st werden kann. Des Weiteren
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ko¨nnen durch die diskrete Berechnung der Ableitung, beliebige zeitliche Verla¨ufe der Vo-
lumenstro¨me betrachtet werden.
Eine einfache Variante zur Lo¨sung des Gleichungssystems bildet das Newton-Raphson-
Verfahren. Ein Vorteil dieses Verfahrens ist die quadratische Konvergenzordnung. Diese
fu¨hrt nach wenigen Iterationen zur Lo¨sung, jedoch nur wenn die Startwerte hinreichend
nah bei der Lo¨sung liegen [21]. In diesem Abschnitt wird eine Strategie zur Ermittlung ge-
eigneter Startwerte vorgestellt, sodass auf das Newton-Raphson-Verfahren zuru¨ckgegriffen
werden kann.
Fu¨r die iterative Lo¨sung des Gleichungssystems wird die Gleichung (3.8) zuna¨chst in die
Form
f(~x)−~b = ~0 (3.15)
gebracht. Fu¨r die iterative Lo¨sung wird ein Startwert ~x0 beno¨tigt, mit welchem ein Resi-
duum ~r u¨ber
~r = f( ~x0)−~b (3.16)
bestimmt werden kann. Wichtig fu¨r die Lo¨sung des Gleichungssystems sind die bereits
angesprochenen Startwerte. Um eine Konvergenz der Lo¨sung zu erzielen, wird die sym-
metrische Verteilung der Druck- und Volumenstromwerte als Startwert vorgegeben. Bei
symmetrischen Randbedingungen gilt dabei
p31 = p32 = p33 = p34,
und somit auch
p21 = p22.
Das heißt, dass in jeder Generation die Druckwerte identisch sind. Mit dem Weibelmodell
entsteht somit eine vollsta¨ndig symmetrische Stro¨mung, bei der sich die Volumenstro¨me
33
KAPITEL 3. AUFBAU DES MODELLS
an jeder Verzweigung halbieren. Die Volumenstro¨me sind in jeder Generation bekannt





ausgedru¨ckt werden, wobei V˙z den Volumenstrom in der Generation z beschreibt. Da-
mit ko¨nnen die Volumenstro¨me unabha¨ngig von den Druckwerten berechnet werden. Die
Druckwerte in den verschiedenen Generationen aus Abbildung 3.5 ergeben sich u¨ber den
Volumenstrom zu





















p0 = p1 +Bif0 · V˙
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Es wird nur der Druck in einem Bronchus je Generation berechnet. Bei asymmetrischen
Randbedingungen, wird fu¨r den Druck p3x der Mittelwert der Randbedingungen vorgege-
ben. Damit steht eine sehr einfach zu berechnende Vorgehensweise zur Verfu¨gung mit der
sichergestellt werden kann, dass die Anfangswerte nahe an der Lo¨sung liegen. Zudem ist
die Kontinuita¨tsgleichung initial erfu¨llt.
Nachdem die Startwerte bestimmt sind, ko¨nnen nun die Gleichungen ausgewertet und
die Ergebnisse im Residuenvektor ~r notiert werden. Anschließend wird der Vektor ~x fu¨r
den na¨chsten Iterationsschritt bestimmt. Die Bildungsvorschrift fu¨r das Newton Verfahren
lautet
~xk+1 = ~xk − J(~x)−1 ·~r(~x). (3.18)
Dabei ist k der aktuelle Iterationsschritt, ~J stellt die Jacobi-Matrix [12] dar, die durch
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gebildet wird. Wichtig ist weiterhin die Wahl eines geeigneten Abbruchkriteriums. Es wird
die Maximusnorm verwendet, welche den gro¨ßten Eintrag eines Vektors zuru¨ckgibt. Die
Iteration la¨uft nun bis das Abbruchkriterium
ǫist = max|ri| < ǫsoll (3.20)
erreicht wird. Auf die Wahl eines Zahlenwertes fu¨r ǫsoll wird in Abschnitt 5.1 noch genauer
eingegangen.
3.4 Elastizita¨t
Um das elastische Verhalten der Lunge zu modellieren, muss die Annahme einer starren
Ro¨hre fu¨r die aufgelo¨sten Generationen fallengelassen werden. Die Querschnittsfla¨che kann
hierfu¨r als Funktion des Drucks betrachtet und u¨ber
A(p) = A(pref) +
dA
dp
· (p− pref) (3.21)
bestimmt werden. Dabei bezeichnet A(pref) die Querschnittsfla¨che nach Weibel und pref
einen Referenzdruck der vorerst mit 0 Pa angenommen wird. Der Wert dA
dp
wird zuna¨chst
mit 0 m2/Pa vorgegeben, die Fla¨che ist also druckunabha¨ngig.
Es wird eine einfache Verzweigung mit dem Einlass in Generation sieben und dem Auslass
in Generation acht betrachtet. Am Einlass gelten die charakteristischen Stro¨mungparameter
Re= 865, 2 undWo= 2, 25. Als Einstro¨mrandbedingung wird eine sinusfo¨rmige Geschwin-
digkeit vorgegeben, deren Amplitude der geforderten Reynolds-Zahl entspricht. An den
Ausla¨ssen wird p21 = p22 = pref gesetzt. Es ergibt sich folgender Druckverlauf.
35






















Abbildung 3.8: Druckverlauf in einer einfachen Verzweigung mit druckunabha¨ngiger Fla¨che.
In Abbildung 3.8 ist der Druckverlauf der diskreten Druckwerte in einer einzelnen Ver-
zweigung zu sehen. Auf die Verla¨ufe wird in Abschnitt 5 genauer eingegangen. Jetzt wird
dA
dp
= 10−8 m2/Pa angenommen. Da keine realistischen Materialwerte vorliegen, wird die-
ser Wert nur zu Testzwecken verwendet. Zudem werden die druckabha¨ngigen Fla¨chenwerte
mit den in Abbildung 3.8 gezeigten Druckverla¨ufen verwendet. Mit den neuen Werten fu¨r
die Querschnittsfla¨chen wird wieder ein Druckverlauf berechnet. Dieses Vorgehen wird
solange wiederholt bis sich ein Gleichgewicht eingestellt hat. Der daraus resultierende
Druckverlauf bei druckabha¨ngiger Fla¨che ist in Abbildung 3.9 dargestellt.
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Abbildung 3.9: Druckverlauf in einer einfachen Verzweigung mit druckunabha¨ngiger Fla¨che
(p0 und p1) im Vergleich zum Verlauf mit druckabha¨ngiger Fla¨che (p0 mit A(p) und p1 mit A(p)).
Es ist also mo¨glich eine druckabha¨ngige Fla¨che im Bernoulli-Modell zu beru¨cksichtigen.
Auf diese Weise kann das elastische Verhalten des Lungengewebes beru¨cksichtigt werden.
Der Faktor dA
dp
stellt letztendlich einen nicht-linearen Materialparameter dar. Um das elas-
tische Verhalten der mit dem Modell aufgelo¨sten Generationen der Lunge beschreiben zu
ko¨nnen, mu¨sste daher fu¨r jede Generation ein solcher Parameter gefunden bzw. angenom-
men werden. Da in der Literatur nicht ausreichend Daten fu¨r das lokale Materialverhalten
einzelner Lungenareale zu finden sind, kommt diese Modellierung hier nicht in Frage. Das
elastische Verhalten des Lungengewebes bleibt daher unberu¨cksichtigt.
3.5 Modell komplexer Widersta¨nde
Fu¨r die Bewertung des entwickelten Bernoulli-Modells, wird im Folgenden ein zweites
Modell beschrieben, dessen Ergebnisse fu¨r Vergleiche verwendet werden. Dieses Modell
basiert auf den in Abschnitt 1 erwa¨hnten Arbeiten von Olufsen et al. [19, 20].
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3.5.1 Prinzip des Modells
Die Arbeiten von Olufsen bescha¨ftigen sich mit der Blutstro¨mung im menschlichen Ko¨rper.
Aufgrund der A¨hnlichkeit der von Olufsen verwendeten Geometrie zum Weibelmodell,
wurde dieses Modell bereits von Comerford et al. [4] auf den Bronchialbaum angewendet.
Die Verzweigungen sind hier jedoch nicht beru¨cksichtigt.
Die Ventilation in der menschlichen Lunge stellt eine oszillierende Stro¨mung dar, die von
der Frequenz der Oszillation abha¨ngt. Die Betrachtungen werden daher im Frequenzbe-
reich durchgefu¨hrt. In der Arbeit von Comerford wird, analog zu Olufsen, jedem Bronchus
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und definiert die Impedanz am Eingang eines Bronchus Z(0, ω), in Abha¨ngigkeit von
der Ausflussimpedanz Z(l, ω). Dabei ist c die komplexe Wellengeschwindigkeit und g
das Produkt aus Wellengeschwindigkeit und Compliance. Fu¨r die Impedanz am Ausgang
kann anfangs eine Nullimpedanz angenommen werden. Fu¨r jeden Bronchus am Auslass
wird nun eine Eingangsimpedanz berechnet. An einer Verzweigung besitzen die beiden










reziprok addiert wird. Damit ergibt sich die Ausgangsimpedanz des Bronchus der Elternge-
neration. In Gleichung (3.23) sind die Eingangsimpedanzen der Tochtergeneration mit Zt1
bzw. Zt2 bezeichnet. Die Ausgangsimpedanz der Elterngeneration ist mit Ze bezeichnet.
Wenn nun in Gleichung (3.22) die Impedanz Ze als Ausgangsimpedanz eingesetzt wird,
ergibt sich die Eingangsimpedanz fu¨r den Bronchus der Elterngeneration. Somit ko¨nnen
die Impedanzen eines beliebigen Bronchialbaumes berechnet und auf dessen Eingangsim-
pedanz zuru¨ckgefu¨hrt werden. Diese wird nun wieder in den Zeitbereich transformiert,
was mittels der Gleichnung
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z(t) = Z(0, ω) · ei ·ω · t (3.24)
durchgefu¨hrt wird. Der Druck am Eingang des Systems ergibt sich aus dem Faltungsin-




z(t− τ) · V˙ (τ)dτ , (3.25)
wobei z(t) die Impedanz im Zeitbereich darstellt.
Das vorgestellte Impedanz-Modell wird in der vorliegenden Arbeit ausschließlich fu¨r den
Vergleich mit den Berechnungen auf Basis des symmetrischen Bernoulli-Modells verwen-
det. In der Arbeit von Comerford wurde das Impedanz-Modell genauer untersucht. Bei-
spielsweise wurde das elastische Verhalten der Bronchien beru¨cksichtigt.
Dem Modell liegt die analytische Lo¨sung fu¨r eine oszillierende Rohrstro¨mung zugrunde.
Da diese fu¨r sinusfo¨rmige Druckschwingungen hergeleitet ist, ist die Betrachtung nicht-
sinusfo¨rmiger Verla¨ufe schwierig. Beliebige zeitliche Verla¨ufe mu¨ssen durch die U¨berlager-
ung verschiedener Sinusschwingungen nachgebildet werden. Damit steigt der Aufwand des
Modells und es entsteht ein zusa¨tzlicher Fehler durch die Nachbildung.
Die Auswertungen des Impedanz-Modells stellen daher keine Bewertung dar, sondern
dienen lediglich als Referenz fu¨r das Bernoulli-Modell.
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4 Implementierung
Die Umsetzung des entwickelten Modells erfolgt mittels eines C++ Programms. In diesem
Abschnitt werden die wichtigsten Schritte der Implementierung vorgestellt. Abbildung 4.1
zeigt das Struktogramm des Programms.
Zuna¨chst werden alle no¨tigen Variablen und Felder initialisiert und die zeitunabha¨ngigen
Parameter festgelegt. Dann startet die Zeitschleife, mit der ein Atem- oder Beatmungszy-
klus simuliert wird. In jedem Schleifendurchlauf werden die Randbedingungen definiert,
anschließend wird der Vektor der Startwerte bestimmt und der zugeho¨rige Residuenvektor
erzeugt. Stellen die Anfangswerte nicht die gesuchte Lo¨sung dar, folgt die iterative Lo¨sung
des Gleichungssystems. Sobald die Lo¨sung erreicht ist, ko¨nnen die beno¨tigten Daten in
eine Datei ausgegeben werden.




Generation fu¨r Ein- und Auslass festlegen
Fluideigenschaften festlegen
Compliance-Werte fu¨r die Ausla¨sse festlegen
Felder fu¨r Volumen und Druckwerte am Auslass anlegen
Frequenz der Oszillation festlegen
Zeitliche Diskretisierung festlegen
Fu¨r: j = 0 bis j < Zeitschritte, j++
Volumenstrom fu¨r den aktuellen Zeitschritt berechnen (V˙ tk)
Zeitschrittweite vom vergangenen zum aktuellen Zeitschritt
festlegen
Felder fu¨r Residuen (r), Startwerte (x), Werte fu¨r na¨chsten
Zeitschritt (xNext) anlegen
Berechnen der Startwerte
U¨berpru¨fen, ob die Lo¨sung bereits erreicht ist
Solange maxAbw > ǫsoll
Generieren der Gleichungen (Residuenvektor, Funktion:
setGlSys)
Generieren der Jacobi-Matrix (Funktion: setJac)
Lo¨sen des Gleichungssystems (bestimmen von xNext, Funktion:
solveGlSys)
Fu¨r: i = 0 bis i = Anzahl Unbekannte
xi = xi + xNexti
Bestimmen der maximalen Abweichung
Ru¨ckgabe des Unbekanntenvektors
Speichern des Unbekanntenvektors und V˙ tk (zur Verwendung im
na¨chsten Zeitschritt)
Berechnen des Volumens an allen Ausla¨ssen
Berechnen des Drucks an allen Ausla¨ssen (als Druckrandbedingung
fu¨r den na¨chsten Zeitschritt)
Ausgabe der beno¨tigten Daten in Dateien
Lo¨schen der Felder
Abbildung 4.1: Struktogramm mit den wichtigsten Arbeitsschritten zur Bestimmung des
Druckverlustes in einem beliebigen Bronchialbaum
Um einen gesamten Atem- oder Beatmungszyklus zu simulieren, werden verschiedene
Eingabegro¨ßen beno¨tigt. Darunter sind Werte, welche wa¨hrend des gesamten Zyklus un-
vera¨ndert bleiben. Dazu za¨hlen
• die Generationstiefe (GT, Angabe der Generationen in denen sich Ein- und Auslass
befinden)
• die Fluideigenschaften (ρ und ν)
• die Compliance-Werte an den Ausla¨ssen, sowie
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• die Kreisfrequenz ω der oszillierenden Stro¨mung.
Die Angabe der Generationstiefe ist no¨tig, da das entwickelte Programm eine Modellierung
der Stro¨mung in einer Lungengeometrie mit beliebig vielen Verzweigungen ermo¨glicht. Es
kann also entweder der gesamte Bronchialbaum mit 24 Generationen, oder nur ein Teil
des Bronchialbaumes, z.B von Generation sieben bis siebzehn behandelt werden.
Zusa¨tzlich sind noch Variablen no¨tig, die in jedem Zeitschritt aktualisiert werden. Dazu
geho¨ren
• der aktuelle Volumenstrom am Einlass (V˙ tk)
• der Volumenstrom am Einlass aus dem letzten Zeitschritt (V˙ tk−1)
• die Zeitschrittweite des aktuellen Zeitschritts (∆t), sowie
• der Lo¨sungsvektor aus dem letzten Zeitschritt.
Fu¨r die Abscha¨tzung von Druckverlusten in einem Bronchialbaum werden die Werte
V˙ tk und ∆t vorgegeben. Wird das Modell dagegen als Randbedingung in einer dreidi-
mensionalen Stro¨mungssimulation verwendet, so werden diese Werte von der Simulation
bereitgestellt. Im ersten Zeitschritt werden der Lo¨sungsvektor des letzten Zeitschrittes
und V˙ tk−1 zu null gesetzt. Wie in Abschnitt 3.3 bereits angesprochen wurde, werden die
Ableitungen der Volumenstro¨me u¨ber Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen bestimmt. Daher werden der
Lo¨sungsvektor (welcher die berechneten Werte fu¨r Druck und Volumenstrom entha¨lt) und
der Volumenstrom V˙ tk am Einlass gespeichert, damit diese im na¨chsten Zeitschritt zur
Verfu¨gung stehen. Im darauffolgenden Zeitschritt ko¨nnen mit den gespeicherten Werten
und der Zeitschrittweite ∆t die Ableitungen ermittelt werden. Eine Fehlerabscha¨tzung fu¨r
die Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen wird in Abschnitt 4.4 vorgenommen.
Sobald alle no¨tigen Werte bereitstehen, ko¨nnen vom Programm die Felder fu¨r den Vektor
der Startwerte und den Residuenvektor angelegt werden. Die beno¨tigte Feldgro¨ße ent-








berechnet wird. Weiterhin werden zwei Felder fu¨r die Volumina und die Druckwerte am





Wie in Abschnitt 3.3 bereits erla¨utert, wird anschließend eine symmetrische Lo¨sung be-
rechnet, die als Startwert fu¨r die iterative Lo¨sung des Gleichungssystems in diesem Zeit-
schritt fungiert. Mit diesem Anfangswert wird der Residuenvektor erzeugt. Das geschieht
mittels der Funktion setGlSys, welche spa¨ter noch im Detail erla¨utert ist. Wenn eine
symmetrische Lo¨sung gesucht ist, erfu¨llt der Vektor der Startwerte bereits das Abbruch-
kriterium und stellt die Lo¨sung des Gleichungssystems dar.
Bei asymmetrischen Problemstellungen, startet die iterative Lo¨sungssuche. Zuna¨chst wird
die Jacobi-Matrix mit der Funktion setJac ermittelt und der Lo¨sungsvektor fu¨r den
na¨chsten Iterationsschritt berechnet. Auf die Funktion setJac wird spa¨ter genauer ein-
gegangen. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis das geforderte Abbruchkriterium
erreicht ist.
Wenn als Randbedingung des Modells ein Ballon verwendet wird, muss das Volumen
an den Ausla¨ssen bestimmt werden. Dazu wird der Volumenstrom u¨ber die vergangenen
Zeitschritte aufintegriert. Man erha¨lt das Volumen, das sich im aktuellen Zeitschritt im
Ballon des jeweiligen Auslasses befindet. Dieses Volumen ist durch das Ein- und Aus-
stro¨men in der Vergangenheit definiert. Die Umsetzung der Integration erfolgt u¨ber eine




V˙ tk ·∆t. (4.3)
Eine Fehlerabscha¨tzung dieser Integrationsmethode wird in Abschnitt 4.4 vorgenommen.
Mit den Werten der Volumina kann der Druck im Ballon bestimmt werden, welcher als
Druckrandbedingung fu¨r den na¨chsten Zeitschritt vorgegeben wird. Die Bestimmung des
Druckes erfolgt mit den Gleichungen aus Abschnitt 3.2.2.
Anschließend werden die Werte fu¨r den aktuellen Volumenstrom am Einlass (V˙ tk), der
Lo¨sungsvektor, die Volumina und die Druckwerte am Auslass fu¨r den na¨chsten Zeitschritt
abgespeichert. Dann wird der fu¨r die Felder reservierte Speicher wieder freigegeben und
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der na¨chste Zeitschritt kann bearbeitet werden.
4.1 Aufstellen der Gleichungen (Funktion setGlSys)
In diesem Abschnitt soll der Quelltext der Funktion erkla¨rt werden, der fu¨r das Programm
umgesetzt wurde.
In Abschnitt 3.3 wurde das Gleichungssystem fu¨r einen Bronchialbaum mit GT = 3
erla¨utert. Um das Gleichungssystem fu¨r einen Bronchialbaum mit beliebiger Generations-
tiefe aufzustellen, werden zuna¨chst die Bezeichnungen p und V˙ durch die Indizierung des
Lo¨sungsvektors x ersetzt. Fu¨r einen Bronchialbaum mit GT = 4 ergibt sich dieser zu
~xT = [p0, p1, p21, V˙11, p22, V˙12, p31, V˙21, p32, V˙22, p33, V˙23, p34, V˙24, (4.4)
V˙31, V˙32, V˙33, V˙34, V˙35, V˙36, V˙37, V˙38].
In den Gleichungen wird also p0 durch x[0] ersetzt, p1 durch x[1] ersetzt usw.
Das Gleichungssystem wird durch Bernoulli-Gleichungen und die Kontinuita¨tsgleichungen
definiert.





berechnet. Die aus den Bernoulli-Gleichungen resultierenden Residuen lauten in unserem
Beispiel (GT = 4) wie folgt.
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r0 = x0 − x1 − Bif0 · V˙02 − Fric0 · V˙0 − Ine0 ·
∂V˙0
∂t
r1 = x1 − x2 − Bif1 · x
2
3 − Fric1 · x3 − Ine1 ·
∂x3
∂t
r2 = x1 − x4 − Bif1 · x
2
5 − Fric1 · x5 − Ine1 ·
∂x5
∂t
r3 = x2 − x6 − Bif2 · x˙
2
7 − Fric2 · x7 − Ine2 ·
∂x7
∂t
r4 = x2 − x8 − Bif2 · x˙
2
9 − Fric2 · x9 − Ine2 ·
∂x9
∂t
r5 = x4 − x10 − Bif2 · x˙
2
11 − Fric2 ·x11 − Ine2 ·
∂x11
∂t
r6 = x4 − x12 − Bif2 · x˙
2
13 − Fric2 ·x13 − Ine2 ·
∂x13
∂t
r7 = x6 − p41 − Fric3 · x14 − Ine3 ·
∂x14
∂t
r8 = x6 − p42 − Fric3 · x15 − Ine3 ·
∂x15
∂t
r9 = x8 − p43 − Fric3 · x16 − Ine3 ·
∂x16
∂t
r10 = x8 − p44 − Fric3 · x17 − Ine3 ·
∂x17
∂t
r11 = x10 − p45 − Fric3 · x18 − Ine3 ·
∂x18
∂t
r12 = x10 − p46 − Fric3 · x19 − Ine3 ·
∂x19
∂t
r13 = x12 − p47 − Fric3 · x20 − Ine3 ·
∂x20
∂t




Die erste Gleichung wird separat aufgestellt, da hier die Randbedingung am Einlass (V˙0)
eingeht. Diese beno¨tigt, unabha¨ngig von der Generationstiefe, stets die gleichen Kompo-
nenten des Lo¨sungsvektors.
Die Werte der Gleichungen r1 bis r6 werden in einer Za¨hlschleife ermittelt, die fu¨r eine





la¨uft. Der Za¨hlindex der Schlei-
fe referenziert dabei die jeweilige Gleichung. Um der aktuellen Gleichung die beno¨tigten
Komponenten des Lo¨sungsvektors zuzuordnen, werden drei weitere Za¨hlvariablen ange-
legt. Die erste ordnet dem ersten Term der Gleichungen die jeweilige Komponente des
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Lo¨sungsvektors zu. Eine zweite wird fu¨r die restlichen Terme beno¨tigt. Die dritte za¨hlt
die Bernoulli-Gleichungen in einer Generation mit. Damit ko¨nnen die Druckverluste Bifz,
Fricz und Inez fu¨r die jeweilige Generation bestimmt werden.
Die Residuen r7 bis r14 ergeben sich aus den Bernoulli-Gleichungen der letzten Generati-
on des Bronchialbaumes. Hier werden die Druckrandbedingungen am Auslass eingesetzt
(fu¨r GT = 4 sind das p41 bis p48). In Abschnitt 3.1.2 wurde erla¨utert, dass in der letz-
ten Generation keine Druckverluste durch Verzweigungen anfallen, diese werden in den






bis (nDruck). Zur Zuordnung der Komponenten des
Lo¨sungsvektors ko¨nnen die bereits angelegten Za¨hlvariablen verwendet werden. Aufgrund
der Struktur des Lo¨sungsvektors ist jedoch ein anderer Za¨hlalgorithmus no¨tig.
Nach den Bernoulli-Gleichungen werden die Kontinuita¨tsgleichungen aufgestellt. Im be-
trachteten Beispiel (GT =4) lauten diese
r15 = V˙0 − x3 − x5
r16 = x3 − x7 − x9
r17 = x5 − x11 − x13
r18 = x7 − x14 − x15
r19 = x9 − x16 − x17
r20 = x11 − x18 − x19
r21 = x13 − x20 − x21.
Die Anzahl der Kontinuita¨tsgleichungen ergibt sich aus der Differenz von n und nDruck.
Auch hier wird die erste Gleichung separat betrachtet, da hier die Randbedingung am
Einlass (V˙0) eingeht. Die Gleichung hat, analog zur ersten Bernoulli-Gleichung, stets die
gleiche Form.
Die Gleichungen r16 und r17 werden in einer Za¨hlschleife aufgestellt. Im allgemeinen







. Um der jeweiligen Gleichung die
beno¨tigten Komponenten des Lo¨sungsvektors zuzuordnen, werden wieder zwei Za¨hlvariab-
len angelegt. Eine fu¨r den ersten Term und eine fu¨r die Terme zwei und drei.
Die Gleichungen r18 bis r21 stellen die Kontinuita¨tsgleichungen der letzten Generation
dar. Es werden die Za¨hlvariablen aus der ersten Schleife verwendet. Aufgrund der Struk-
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tur von ~x sind jedoch andere Za¨hlalgorithmen no¨tig. Fu¨r eine beliebige Generationstiefe







Bei der Berechnung der Kontinuita¨tsgleichungen ko¨nnen die Werte der Volumenstro¨me
sehr klein werden. Das gilt besonders bei einer hohen Generationstiefe. Als Abbruchkri-
terium ǫsoll wird das maximale Residuum benutzt. Bei Volumenstro¨men ≪ ǫsoll kann das
Residuum das Abbruchkriterium erfu¨llen, obwohl die Kontinuita¨tsgleichung nicht erfu¨llt
ist. Um dieses zu vermeiden, werden alle Volumenstro¨me mit dem kleinsten Volumenstrom
der symmetrischen Lo¨sung normiert.
Die ausfu¨hrliche Beschreibung der Funktion sowie die Za¨hlalgorithmen finden sich im
Anhang. In Abschnitt A.1 ist der Quelltext der Funktion setGlSys angefu¨hrt.
4.2 Aufbau der Jacobi-Matrix (Funktion setJac)
Das Gleichungssytem (3.8) der Form f(~x) = ~b wird mit einem Newton-Raphson-Verfahren
gelo¨st. Dafu¨r wird die inverse Jacobi-Matrix (vgl. Gleichung (3.18)) beno¨tigt. Die analyti-
sche Invertierung großer Matrizen bedeutet einen hohen numerischen Aufwand. Daru¨ber
hinaus fu¨hrt die Invertierung einer du¨nnbesetzten Matrix zu einer vollbesetzten Matrix.
Ausgehend von Gleichung (3.18) wird die Umformung
~xk+1 = ~xk − J(~x)−1 · f(~x)
~xk+1 − ~xk = ~∆x = −J(~x)−1 · f(~x)
J(~x) · ~∆x = −J(~x) · J(~x)−1 · f(~x),
vorgenommen, so dass sich
J(~x) · ~∆x = −f(~x) (4.6)
ergibt. Anstatt nun analytisch die inverse Jacobi-Matrix zu bestimmen, wird das linea-
re Gleichungssystem aus Gleichung (4.6) mittels der Funktion solveGlSys (vgl. Ab-
schnitt 4.3) gelo¨st, der Vektor fu¨r den na¨chsten Iterationsschritt ergibt sich aus
47
KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG
~xk+1 = ~xk + ~∆x. (4.7)
Diese Abwandlung des Newton-Raphson-Verfahrens wird als Gauss-Newton-Verfahren be-
zeichnet [9].
Die Jacobi-Matrix hat fu¨r einen Bronchialbaum mit GT = 3 die Struktur, welche in





Abbildung 4.2: Besetzungsstruktur der Jacobi-Matrix fu¨r einen Bronchialbaum u¨ber vier Ge-
nerationen. Die horizontale Nummerierung stellt die Spaltenindizes dar, die vertikale die Zei-
lenindizes. Die gru¨n markierten Zellen bezeichnen einen Eintrag 6= 0, alle anderen Zellen haben
den Eintrag 0
Die in Abbildung 4.2 dargestellte Matrix ist du¨nnbesetzt, da der Großteil der Matrix-
eintra¨ge null ist. Jede Zeile entspricht einer Gleichung, in den jeweiligen Spalten stehen
die Ableitungen nach den einzelnen Variablen. Der Aufbau der Jacobi-Matrix folgt der
Gleichung (3.19) in Abschnitt 3.3 und erfolgt mit a¨hnlichen Za¨hlalgorithmen, wie bei den
Gleichungen, welche in Abschnitt 4.1 erla¨utert sind.
Um die Matrixeintra¨ge mo¨glichst effizient speichern zu ko¨nnen, ist es wichtig zu wis-
sen, wie die Daten weiterverarbeitet werden. Das Gleichungssystem (4.6) wird mit einem
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Algorithmus gelo¨st, der speziell fu¨r lineare Gleichungssysteme mit du¨nnbesetzter Koef-
fizientenmatrix optimiert ist. Der Lo¨ser ist in der Softwarebibliothek UMFPACK [28]
enthalten und ist als freie Software verfu¨gbar. Der verwendete Gleichungslo¨ser beno¨tigt
als Eingabewerte drei eindimensionale Felder. Im ersten Feld muss die kumulierte Anzahl
der Matrixeintra¨ge abgelegt sein, also ist der erste Eintrag null, der zweite die Anzahl der
Eintra¨ge in der ersten Spalte, der dritte Eintrag die Summe der Eintra¨ge der ersten und
der zweiten Spalte, usw. Das zweite Feld muss die Zeilenindizes der Eintra¨ge enthalten
und das dritte Feld die Eintra¨ge selbst. Da das entwickelte Programm die Gleichungen
zeilenweise aufstellt, wird auch die Jacobi-Matrix zeilenweise aufgebaut. Die Verarbeitung
durch den Gleichungslo¨ser erfolgt jedoch spaltenweise.
In Abbildung 4.2 ist die Besetzungsstruktur der Jacobi-Matrix dargestellt. Nur die gru¨n
hervorgehobenen Zellen sind ungleich null. Es wurden drei Mo¨glichkeiten zur Verarbeitung
der Daten getestet und verglichen. Die drei umgesetzten Mo¨glichkeiten sind:
a) Anlegen einer n× n Matrix:
Es werden hauptsa¨chlich Nullen gespeichert. Anschließend kann die die Matrix je-
doch einfach spaltenweise abgesucht werden, um die beno¨tigten Daten fu¨r den Lo¨ser
bereitzustellen.
b) Anlegen eines 3 ×m Feldes:
Hier werden nur die Eintra¨ge und die zugeho¨rigen Zeilen- und Spaltenindizes ge-
speichert. Mit m ist die Anzahl der Matrixeintra¨ge bezeichnet. Jeder Matrixeintrag
wird zusammen mit dem zugeho¨rigen Zeilen- und Spaltenindex abgespeichert. Das
spart Speicherplatz, jedoch ist ein spaltenweises Durchsuchen der Felder wesentlich
aufwendiger.
c) Generierung von Listen:
Listen verhalten sich a¨hnlich wie Felder, die Anzahl der zu speichernden Elemen-
te muss jedoch vorher nicht bekannt sein. In einem Feld von Listen, wird fu¨r jede
Spalte der Matrix eine Liste angelegt. Der Spaltenindex des betrachteten Eintrags
bestimmt, in welcher Liste der Wert gespeichert werden soll. In der Liste werden
dann der Zeilenindex und der Wert selbst gespeichert. Ein anschließendes durchsu-
chen der Listen ist nicht mehr no¨tig, da die Werte bereits so gespeichert sind, wie
sie vom Gleichungslo¨ser beno¨tigt werden.
Die detailierte Diskussion von Speicherplatzbedarf und Rechenzeit der drei Algorithmen
folgt in Abschnitt 5.5 und der Quelltext der Funktion setJac in Abschnitt A.2.
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4.3 Lo¨sen des Gleichungssystems (Funktion: solveGlSys)
In der Funktion solveGlSys werden die Werte der Listen in eindimensionalen Feldern
gespeichert. Anschließend werden die einzelnen Funktionen des Gleichungslo¨sers aufgeru-
fen. Der vollsta¨ndige Quelltext der Funktion befindet sich in Abschnitt A.3.
4.4 Numerische Bestimmung von Ableitungen und
Integralen
In der Gleichung (2.24) wird ein Druckverlust durch die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids
beru¨cksichtigt. Dieser ha¨ngt von der zeitlichen A¨nderung des Volumenstroms ab. Die
Ableitung kann numerisch nur u¨ber eine Ru¨chwa¨rtsdifferenz bestimmt werden, da nur









Als Druckrandbedingung wird ein volumenabha¨ngiger Druck vorgegeben. Dazu wird der
Volumenstrom u¨ber die Zeit integriert. Da das Integral von Gleichung (3.12) von 0 bis





f(t) · dt (4.9)









Um einen typischen Verlauf fu¨r einen Atem- oder Beatmungszyklus zu erhalten, wird ein
sinusfo¨rmiger Volumenstrom der Form
f(t) = xˆ · sin(ω · t), (4.11)
betrachtet. Die Ableitung f ′(t) und das Integral F (t) ko¨nnen analytisch durch
f ′(t) = xˆ ·ω · cos(ω · t) (4.12)
T∫
0
f(t) · dt =
xˆ
ω
· (1− cos (ω · t)) (4.13)
bestimmt werden. Abbildung 4.3 zeigt die Ausgangsfunktion sowie deren Ableitung und








































Abbildung 4.3: Verlauf eine sinusfo¨rmigen Volumenstroms, sowie dessen Ableitung und das
Volumen u¨ber eine gesamte Periode
Eine Periode der Ausgangsfunktion wurde mit 2 · 102, 2 · 103, 2 · 104 und 2 · 105 a¨quidistant-
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en Punkten zeitlich diskretisiert. Die Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen und die Summation wurden
mit den jeweiligen Diskretisierungen ausgewertet und mit den analytisch bestimmten Wer-





bestimmt, wobei x das Ergebnis der Gleichung (4.8) bzw. (4.10) darstellt. In Abbildung 4.4




























Abbildung 4.4: Maximaler Fehler der Ru¨ckwa¨rtsdifferenz und der Summation bei der Bestim-
mung mit verschiedenen zeitlichen Diskretisierungen.
Abbildung 4.4 zeigt den maximalen Fehler einer Periode. Sowohl die Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen
als auch die Integralbildung durch Summation sind Verfahren erster Ordnung, da der
Anstieg der Geraden ∆s
∆h
konstant ist. Bei feiner werdender Zeitdiskretisierung nimmt
auch der Fehler ab.
In Abschnitt 5 wird fu¨r die zeitliche Diskretisierung eine dimensionslose Schrittweite von
5 · 10−5 verwendet, da diese einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechen-
zeit darstellt. Da bei der Abscha¨tzung von Druckverlusten in Bronchialba¨umen ganze
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Atem- oder Beatmungszyklen berechnet werden, ist die zeitliche Diskretisierung enorm
wichtig. Bei der Diskretisierung mit einer dimensionslosen Schrittweite von 5 · 10−6 wu¨rde
sich auch die Rechenzeit verzehnfachen. Auf die Rechenzeiten wird in Abschnitt 5.5 noch
genauer eingegangen. Bei der Verwendung des Modells als Randbedingung wird die Zeit-
schrittweite von der Simulation vorgegeben. In Abschnitt 5.3 wird die Vorhersage des
Bernoulli-Modells mit der einer dreidimensionalen Stro¨mungssimulation verglichen, wo-
bei mit einer mittleren, dimensionslosen Schrittweite von ca. 10−5 gerechnet wurde. Bei
der numerischen Stro¨mungssimulation ist die zeitliche Diskretisierungen nicht a¨quidistant.
Das vorgestellte Bernoulli-Modell kann ebenfalls mit variablen Zeitschritten rechnen.
Um die Ableitung eines Volumenstroms genauer zu bestimmen, wa¨re eine Diskretisierung
mit einem Verfahren ho¨herer Ordnung mo¨glich.
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5 Ergebnisse und Auswertung
In diesem Abschnitt wird das Bernoulli-Modell getestet und die Ergebnisse werden dis-
kutiert. Da hierfu¨r ein Gleichungssystem iterativ gelo¨st wird, folgt in Abschnitt 5.1 eine
Untersuchung des Konvergenzverhalten des umgesetzten Verfahrens. Anschließend wird
in den Abschnitten 5.2, 5.3 und 5.4 das Modell auf einen einzelnen Bronchus, eine einzelne
Verzweigung und auf Bronchialba¨ume angewendet. In Abschnitt 5.5 wird auf den Bedarf
an Speicherplatz und Rechenzeit eingegangen. Abschließend werden in Abschnitt 5.6 die
Ergebnisse diskutiert, die sich bei Vorgabe nicht-sinusfo¨rmiger Volumenstro¨me ergeben.
5.1 Konvergenzbetrachtung
Da das Gleichungssystem mittels des Gauss-Newton-Verfahrens gelo¨st wird, ist es wich-
tig gute Startwerte fu¨r die Iteration zu finden. Wie in Abschnitt 3.3 angesprochen, wird
hierfu¨r eine symmetrische Lo¨sung als Anfangsbedingung herangezogen. Zur Untersuchung
der Konvergenz werden vier Fa¨lle betrachtet.
In den ersten beiden Fa¨llen wird eine symmetrische Lo¨sung vorgegeben und die Anfangs-
werte werden dahingehend vera¨ndert, dass in jeder Verzweigung nachfolgend im linken
Bronchus der Wert des Volumenstroms reduziert und im rechten Bronchus erho¨ht wird.
Durch die lokale Vera¨nderung der Volumenstro¨me wird die Kontinuita¨tsgleichung ver-
letzt. Weiterhin werden alle vorgegebenen Druckwerte reduziert, wobei an den Ausla¨ssen
jeweils ein Druck von 0 Pa vorgegeben wird. Die so manipulierten Werte dienen dann als
Startwert fu¨r die iterative Lo¨sungssuche. Damit soll gepru¨ft werden, ob das Programm zu
den urspru¨nglich vorgegebenen Werten konvergiert.
Zusa¨tzlich wird in den Fa¨llen drei und vier eine symmetrische Lo¨sung als Anfangsfeld
vorgegeben. An den Ausla¨ssen werden die Dru¨cke asymmetrisch gesetzt. In diesen Fa¨llen
soll das Programm die Druckwerte und Volumenstro¨me entsprechend den asymmetrischen
Druckvorgaben an den Ausla¨ssen berechnen.
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• Fall 1:
Die Stro¨mung imWeibelmodell wird von der Trachea bis zur Generation drei berech-
net, dabei entsteht ein Gleichungssystem mit 22 Unbekannten. Die Volumenstro¨me
der Startwerte werden im linken Bronchus auf 1
5
des Ausgangswertes reduziert und
im rechten verdoppelt. Dabei wird die Kontinuita¨tsgleichung verletzt. Zusa¨tzlich
werden alle Druckwerte auf 10% des Ausgangswertes reduziert.
• Fall 2:
Die Berechnung erfolgt von der Trachea bis in die zehnte Generation, wodurch ein
Gleichungssystem mit 3070 Unbekannten entsteht. Die Volumenstro¨me werden im
linken Bronchus auf 1
100
des Startwertes reduziert und im rechten Bronchus auf
das 20-fache des Startwertes erho¨ht. Zudem werden alle Druckwerte auf 1% des
Startwertes reduziert.
• Fall 3:
Fu¨r den dritten Fall bleibt die Generationstiefe im Vergleich zu Fall 2 gleich, d.h
es werden elf Generationen mit 210 Ausla¨ssen berechnet, an denen verschiedene
Druckwerte zwischen 0 Pa und 1000 Pa per Zufallsverteilung vorgegeben werden.
• Fall 4:
Im vierten Fall werden 22 Generationen des Bronchialbaumes betrachtet, wodurch
ein Gleichungssystem mit 6, 3 · 106 Unbekannten entsteht. An den 2, 1 · 106 Ausla¨ssen
werden Zufallswerte fu¨r den Druck zwischen 0 Pa und 1000 Pa vorgegeben.
Wa¨hrend der iterativen Lo¨sung wird in jedem Iterationsschritt der Residuenvektor aus-
gewertet. Abbildung 5.1 zeigt den maximalen Residuenwert aufgetragen u¨ber den Itera-
tionsschritten.
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Abbildung 5.1: Darstellung der maximalen Residuen des Gauss-Newton-Verfahrens u¨ber 20
Iterationen bei der Berechnung der Fa¨lle eins bis vier.
Abbildung 5.1 zeigt, dass die Iteration fu¨r alle untersuchten Fa¨lle konvergiert. Bei Ma-
nipulation der Startwerte (Fall 1 und 2) ist die Lo¨sung nach vier Iterationen mit einer
Abweichung ǫ < 10−12 erreicht. Bei der Vorgabe von asymmetrischen Randbedingungen
a¨ndert sich der Lo¨sungsvektor bereits nach drei Iterationen nicht mehr. Die Wahl unserer
Startwerte ist daher geeignet, um eine Konvergenz der Berechnung sicherzustellen. Mit
steigender Anzahl der Unbekannten, erho¨ht sich das maximale Residuum. Daher wird fu¨r
die Anwendung das Abbruchkriterium auf
ǫsoll = 10
−9 (5.1)
festgelegt. Das bedeutet, dass in den Bernoulli-Gleichungen eine Genauigkeit von 10-9 Pa
erreicht wird. Da die Kontinuita¨tsgleichungen normiert werden, wie in Abschnitt 4.1
erla¨utert, kann auch hier eine Genauigkeit von 10-6 m3/s sichergestellt werden.
Hieraus folgt, dass ein konvergentes Verfahren entwickelt wurde.
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5.2 Untersuchungen an einem einzelnen Bronchus
Ausgangspunkt fu¨r den Test des Bernoulli-Modells soll eine Stro¨mung mit festgelegten
Werten fu¨r Re und Wo sein. Dazu wird in der analytischen Lo¨sung in Gleichung (2.12)
eine Womersley-Zahl und ein sinusfo¨rmiger Druckgradient vorgegeben. Das Ergebnis ist
eine fla¨chengemittelte Geschwindigkeit. Der Druckgradient wird vera¨ndert, bis sich eine
Geschwindigkeit, entsprechend der vorher festgelegte Reynolds-Zahl einstellt.
Als Randbedingung fu¨r das Bernoulli-Modell wird eine sinusfo¨rmige Geschwindigkeit,
deren Amplitude der vorgegebenen Reynolds-Zahl entspricht, und die Womersley-Zahl
vorgegeben. Damit der aus der Geschwindigkeit resultierende Volumenstrom durch den
Bronchus fließen kann, ist eine Druckdifferenz zwischen Ein- und Auslass erforderlich. Das
Bernoulli-Modell berechnet diese mittels Gleichung (2.24). Anschließend wird das Ergeb-
nis mit der analytischen Lo¨sung verglichen. Die in Gleichung (2.24) beinhalteten Druck-
verluste durch Verzweigungen werden nicht beru¨cksichtigt, da diese an einem einzelnen
Bronchus nicht auftreten. Zusa¨tzlich werden die Ergebnisse mit dem in Abschnitt 3.5 vor-
gestellten Impedanz-Modell verglichen.
Die maximale Druckamplitude wa¨hrend einer Periode der oszillierenden Rohrstro¨mung
bei Re= 1000 ist in Abbildung 5.2 u¨ber die Womersley-Zahl aufgetragen. Die Amplitude
wird auf die Lo¨sung der stationa¨ren Stro¨mung ohne Tra¨gheitseinfluss (Gleichung (2.18))
normiert.
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Abbildung 5.2: Maximale Druckamplitude im Verlauf einer Periode der oszillierenden Rohr-
stro¨mung, normiert auf die Lo¨sung einer voll ausgebildeten, laminaren Stro¨mung (Hagen-
Poiseuille-Stro¨mung).
Wie bereits in Abbildung 2.4 angedeutet, erkennt man in Abbildung 5.2, dass ab Wo≥ 1,
die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids eine zunehmende Rolle spielt. Bis Wo= 1 gleichen
die Ergebnisse der untersuchten Modelle der Lo¨sung nach Gleichung (2.18), wa¨hrend der
Druckverlust bei Wo= 10 schon ca. den 15-fachen Wert annimmt. Um das Verhalten der
Modelle bei verschiedenen Womersley-Zahlen genauer zu untersuchen, ist in Abbildung 5.3





gebildet. Mit panalyt ist der Druckgradient aus Gleichung (2.12) bezeichnet, wa¨hrend p das
Ergebnis der betrachteten Modells widerspiegelt.
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Abbildung 5.3: Relativer Fehler des Bernoulli- und Impedanz-Modells im Vergleich zur ana-
lytischen Lo¨sung, bei verschiedenen Womersley-Zahlen.
Der maximale Fehler des Impedanz-Modells liegt in der Gro¨ßenordnung von 5 · 10−4 und
der des Bernoulli-Modells in der Gro¨ßenordnung von 10−1. Die Schwankungen bei dem
Fehler des Impedanz-Modells wurden nicht na¨her untersucht.
Fu¨r die Fehlerbetrachtung wurden Stro¨mungssituationen mit verschiedenen Reynolds-
Zahlen untersucht. Es konnte festgestellt werden, dass der Fehler nicht von der Reynolds-
Zahl abha¨ngt. Der Grund hierfu¨r ist, dass alle Modelle die geschwindigkeitsabha¨ngige
Reibung auf die gleiche Weise erfassen. Der Fehler ergibt sich somit aus der Tra¨gheit des
Fluids, die in den Modellen auf unterschiedliche Art behandelt wird. Daraus folgt, dass
die Abweichung der Ergebnisse der Modelle nur von der Womersley-Zahl abha¨ngt.
Durch die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids, entsteht zwischen dem maximalen Volu-
menstrom und der maximalen Druckamplitude ein Phasenversatz. Dies ist eine wichtige
Eigenschaft der oszillierenden Stro¨mung. Laut Womersley [32], liegt der Phasenversatz fu¨r
Wo 0 bei 0◦, fu¨rWo ∞ bei 90◦. Die Abbildung 5.4 zeigt den berechneten Phasenversatz
der analytischen Lo¨sung und die Ergebnisse der Modellberechnungen. Das Bernoulli- und
das Impedanz-Modell wurde an diskreten Punkten ausgewertet und mit der analytischen
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Abbildung 5.4: Berechneter Phasenversatz der verschiedenen Modelle bei unterschiedlichen
Womersley-Zahlen.
Abbildung 5.4 zeigt, dass der Verlauf des Phasenversatz der Modelle mit dem der Womersl-
ey-Lo¨sung vergleichbar ist. Um die Abweichung deutlich zu machen, wurde der absolute
Fehler bestimmt, auf 90◦ normiert und in Abbildung 5.5 dargestellt.
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Abbildung 5.5: Absoluter Fehler des Phasenversatzes der Modelle, bezogen auf die analytische
Lo¨sung und normiert auf 90◦.
Der Fehler tritt nur im Bereich von 0, 4 < Wo< 20 auf. Fu¨r kleinere Womersley-Zahlen
wird kein Phasenversatz berechnet, oberhalb dieses Bereiches liegt der Phasenversatz bei
90◦. Der sprunghafte Anstieg des Fehlers ist durch die Auswertung der Modelle an dis-
kreten Punkten zu erkla¨ren. Bei Wo= 5 fa¨llt der Fehler abrupt auf null ab. Die Modelle
berechnen fu¨r Wo < 5 einen geringeren Phasenversatz, bei Wo > 5 einen gro¨ßeren. Bei
Wo= 5 schneiden sich die Verla¨ufe des Phasenversatzes der einzelnen Modelle, wodurch
der Fehler auf null abfa¨llt. Innerhalb des Bereiches 0, 4 < Wo < 20 liegt der maximale
Fehler des Impedanz-Modells bei 2, 5 · 10−2 und der des Bernoulli-Modells bei 9, 5 · 10−2.
Die Untersuchung der Stro¨mung im einzelnen Bronchus zeigt, dass die geschwindigkeits-
abha¨ngige Reibung mit dem Bernoulli-Modell gut wiedergegeben wird. Auch der Einfluss
der Tra¨gheit wird erfasst, jedoch entstehen Abweichungen zur analytischen Lo¨sung. In
Abschnitt 2.2 wurde eine voll ausgebildete Stro¨mung vorausgesetzt. Die Einlaufeffekte
zur Ausbildung der Stro¨mung ha¨ngen von Reund Wo ab. Im Bernoulli-Modell sind diese
nicht beru¨cksichtigt.
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5.3 Untersuchung einer einzelnen Verzweigung
Eine einzelne Verzweigung besteht aus drei Bronchien. Der betrachtete Parameterraum
der Untersuchungen umfasst Reynolds-Zahlen zwischen 1 und 20000 und Womersley-
Zahlen zwischen 1 und 50. Dabei werden die Kombinationen
• Re= 1, Wo= 1
• Re= 20000, Wo= 1
• Re= 1, Wo= 50
• Re= 20000, Wo= 50.
der Parameter untersucht.
Die Parameter Re und Wo beziehen sich auf die Elterngeneration. Bei hohen Reynolds-
Zahlen ist die Annahme einer laminaren Stro¨mung nicht erfu¨llt. Dennoch wird diese hier
zu Testzwecken betrachtet um die Einflu¨sse hoher Geschwindigkeiten auf den Druckver-
lust im Bronchialbaum zu untersuchen.
Das Bernoulli-Modell wird einmal mit und einmal ohne die Druckverluste an der Ver-
zweigungsstelle ausgewertet. Die Ergebnisse werden mit dem Impedanz-Modell aus Ab-
schnitt 3.5 verglichen. Die Druckwerte sind auf die maximale Amplitude des Bernoulli-
Modells mit Verzweigungen normiert, der Volumenstrom auf seine maximale Amplitude.
Diese Normierung wird fu¨r den gesamten Abschnitt beibehalten. Am Einlass wird ein si-
nusfo¨rmiger Volumenstrom vorgegeben, dessen maximale Geschwindigkeitsamplitude der
geforderten Reynolds-Zahl entspricht.
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Abbildung 5.7: Re= 20000, Wo= 1.
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Abbildung 5.9: Re= 20000, Wo= 50.
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In Abbildung 5.9 ist der Druckverlauf bei Re= Wo= 1 dargestellt. Aufgrund der gerin-
gen Reynolds- und Womersley-Zahl haben weder die Druckverluste durch Verzweigungen,
noch die durch die Tra¨gheit des Fluids einen signifikanten Einfluss auf den resultieren-
den Druckverlauf. Die Reibungsverluste werden bei allen Modellen auf die gleiche Weise
beru¨cksichtigt, weshalb der berechnete Druckverlauf fu¨r alle Modelle identisch ist.
In Abbildung 5.7 ist das Ergebnis bei Re= 20000 und Wo= 1 dargestellt. Im Vergleich
zur vorhergehenden Betrachtung wurde nur die Reynolds-Zahl erho¨ht. Der berechnete
Druckverlauf des Bernoulli-Modells ohne Verzweigungen und der des Impedanz-Modells
sind nahezu identisch. Das Ergebnis des Bernoulli-Modells mit Verzweigungen spiegelt
jedoch einen starken Einfluss der Verzweigungen wider. Dieser ist bei den Maxima des
Volumenstroms, also bei den maximalen Geschwindigkeiten, am Gro¨ßten.
Abbildung 5.8 zeigt das Ergebnis fu¨r Re = 1 und Wo = 50. Aufgrund der geringen
Reynolds-Zahl ist der Einfluss der Verzweigungen gering. Die Ergebnisse der Bernoulli-
Modelle mit und ohne Verzweigungsverluste zeigen daher einen a¨hnlichen Verlauf. Mit
der hohen Womersley-Zahl steigt der Einfluss der Tra¨gheit. Da das Impedanz- und das
Bernoulli-Modell die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids auf unterschiedliche Weise beru¨ck-
sichtigen, weichen auch die berechneten Druckverluste voneinander ab. In Abbildung 5.8
ist ein Phasenversatz im Vergleich zu den Abbildungen 5.6 und 5.7 zu sehen.
Abschließend ist in Abbildung 5.9 das Ergebnis der Berechnung fu¨r Re= 20000 und Wo=
20 dargestellt, bei der sowohl eine hohe Reynolds-Zahl als auch eine hohe Womersley-Zahl
vorliegt. Alle Modelle sagen unterschiedliche Druckverla¨ufe vorher. Aufgrund der hohen
Reynolds-Zahl unterscheiden sich die Druckverla¨ufe der Bernoulli-Modelle. Die Unter-
schiede zum Impedanz-Modell gehen dagegen auf den Einfluss der Tra¨gheit zuru¨ck. Bei
genauerer Betrachtung der beiden Bernoulli-Modelle, fa¨llt auf, dass fu¨r hohe Reynolds-
Zahlen und hohe Womersley-Zahlen, der Einfluss der Tra¨gheit dominiert.
Um den Einfluss der Verzweigungen und der Tra¨gheit auf den Druckverlust im Bron-
chialbaum genauer zu untersuchen, sind in Abbildung 5.10 die Druckverluste u¨ber dem
Volumenstrom dargestellt. Der Volumenstrom ist auf seine maximale Amplitude normiert,
wobei der positive Bereich die Inspiration, der negative die Exspiration darstellt.
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Abbildung 5.10: Druckverluste in Abha¨ngigkeit vom Volumestrom. Kurve 1: Reibungsverluste,
Kurve 2: Druckverluste Reibung und Tra¨gheit, Kurve 3: Summe aller Druckverluste (Reibung,
Tra¨gheit und Verzweigungen).
In Abbildung 5.10 stellt die Kurve 1 die Druckverluste durch Reibung dar, welche linear
vom Volumenstrom abha¨ngen. Der Einfluss der Reibung ist bei hoher Reynolds-Zahl und
hoher Womersley-Zahl gering im Vergleich zu den Verlusten durch Tra¨gheit und Verzwei-
gungen.
Die Kurve 2 zeigt die Summe der Druckverluste durch Reibung und Tra¨gheit in Abha¨ngig-
keit vom Volumenstrom. Die Tra¨gheit ha¨ngt von der zeitlichen A¨nderung des Volu-
menstroms ab. Da ein sinusfo¨rmiger Volumenstrom vorgegeben wurde, dessen zeitliche
A¨nderung bei V˙ = 0 seine Maxima aufweist, ist hier auch der Einfluss der Tra¨gheit ma-
ximal. An den Stellen von V˙ = 1 bzw. V˙ = −1 ist der Einfluss der Tra¨gheit sehr gering,
da hier der Gradient seine Minima aufweist. Es entstehen fast nur Druckverluste durch
Wandreibung. In Abbildung 5.8 verla¨uft der Druck sinusfo¨rmig und weist einen Phasen-
versatz zum Volumenstrom auf.
Die Kurve 3 ergibt sich aus der Summe aller Druckverluste. Da die Druckverluste durch
Verzweigungen quadratisch vom Volumenstrom abha¨ngen, haben diese ihre Maxima bei
maximalen Volumenstro¨men. Der Kurvenverlauf in Abbildung 5.10 zeigt, dass bei V˙ = 0
die Verzweigungen keinen Einfluss haben. Das erkla¨rt die Abweichung des Bernoulli-
Modells mit Verzweigungen von der Sinusform in den Abbildungen 5.7 und 5.9. Der
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Einfluss der verschiedenen Verluste ist deutlich in den Abbildungen 5.6 bis 5.9 zu se-
hen.
Als na¨chstes wird ein Anwendungsfall mit den Parametern Re = 248, 17 und Wo = 2
betrachtet. Die mit dem Bernoulli-Modell erzielten Ergebnisse werden mit denen ei-
ner Stro¨mungssimulation verglichen, in der die instationa¨ren, dreidimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen gelo¨st werden. Die Simulation wurde von D. Feldmann am Deutschen
Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt e.V. (DLR) in Go¨ttingen durchgefu¨hrt.
Als Randbedingung am Einlass wurde in beiden Simulationen ein Geschwindigkeitspro-
fil vorgegeben. Im Falle der dreidimensionalen Simulation war dieses nahezu sinusfo¨rmig
verteilt. Fu¨r die eindimensionale Simulation mit dem Bernoulli-Modell wurde eine si-
nusfo¨rmige Geschwindigkeitsverteilung vorgegeben. Die Verla¨ufe der Einstro¨mrandbeding-




























Abbildung 5.11: Vorgebene Geschwindigkeiten einer dreidimensionalen Simulation (Punkte)
und als Sinusform fu¨r das Bernoulli-Modell (Kurve) am Einlass einer einfachen Verzweigung.
Abbildung 5.11 zeigt eine geringe Abweichung der Geschwindigkeitswerte, die jedoch fu¨r
die folgende Untersuchung vernachla¨ssigbar ist. Am Auslass wurde in beiden Simulationen
eine symmetrische Druckrandbedingung von 0 Pa vorgegeben. Fu¨r das Bernoulli-Modell
wurde eine dimensionslose Schrittweite h = ∆t
T
= 6, 25 · 10−5 gewa¨hlt.
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Abbildung 5.12: Berechnete Druckwerte am Einlass einer einfachen Verzweigung mit den
Parametern Re= 248, 17 und Wo= 2.
Abbildung 5.12 zeigt eine gute U¨bereinstimmung der beiden Simulationen am Einlass
der einfachen Verzweigung, besonders in dem Bereich mit negativen Geschwindigkeits-
werten (Exspiration). Im Bereich der positiven Geschwindigkeitswerte ist die Abweichung
der beiden Druckverla¨ufe etwas gro¨ßer. Die Ursache liegt in den Annahmen, auf denen
das Bernoulli-Modell basiert. Ausschlaggebend ist die eindimensionale Modellierung. Ei-
ne mo¨gliche Verbesserung wu¨rde eine Anpassung von Gleichung (3.5) zur Bestimmung
des Verlustbeiwertes einer Verzweigung bei der Inspiration darstellen, welche in Ab-
schnitt 3.1.2 erla¨utert sind. Dazu wa¨ren jedoch mehrere Simulationen bei verschiedenen
Stro¨mungsparametern notwendig.
Wa¨hrend fu¨r die dreidimensionale Stro¨mungssimulation von zwei Schwingungen eine Re-
chenzeit von ca. einer Woche beno¨tigt wurde, liegt die Rechenzeit des Bernoulli-Modells
bei nur 6, 8 s. Gerade dieser geringe Rechenzeitbedarf, macht den Vorteil der eindimen-
sionalen Bernoulli-Modellierung deutlich.
Asymmetrische Druckvorgaben
Bisher wurden ausschließlich Ergebnisse bei symmetrischer Vorgabe der Druckrandbedin-
gungen mit einem Druckwert von 0 Pa dikutiert. Bei der Vorgabe von 10 Pa an jedem
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Auslass, wu¨rde sich die gesamte Druckkurve um 10 Pa nach oben verschieben, ohne das
sich der resultierende Kurvenverlauf vera¨ndert.
Um die Diskussion der Mo¨glichkeiten des Bernoulli-Modells zu komplettieren, werden
im Folgenden asymmetrische Druckrandbedingungen am Auslass vorgegeben. Als Ein-
lass wird Generation sieben, als Auslass Generation acht festgelegt. Am Einlass wird
zudem ein sinusfo¨rmiger Volumenstrom vorgegeben, wa¨hrend am Auslass fu¨r p21 = 1 Pa
und p22 = 2 Pa statische Werte festgelegt werden. Als Testfall wurde der Beatmungsfalls
HFOV 4 (Re = 865, 2 undWo= 2, 25 in Generation sieben) gewa¨hlt, der mit einer dimensi-
onslosen Schrittweite h = ∆t
T
= 6, 25 · 10−5 gelo¨st wurde. Der resultierende Volumenstrom


































Abbildung 5.13: Sinusfo¨rmiger Volumenstrom mit zugeho¨rigem Druckverlauf am Einlass (p0)
und an der Verzweigungstelle (p1).
In Abbildung 5.13 ist ein Phasenversatz zwischen maximaler Druckamplitude und der des
maximalen Volumenstroms deutlich erkennbar. Der Druck p1 ergibt sich als Ausgleichs-
druck zwischen den Druckwerten am Auslass (p21 und p22) und den, in den dazugeho¨rigen
Bronchien anfallenden, Druckverlusten durch Reibung und Tra¨gheit. Der Druck p0 er-
gibt sich aus dem Druck p1 und dem Druckverlust, der an der Verzweigung entsteht.
Zusa¨tzlich entstehen im oberen Bronchus noch Druckverluste durch Reibung und Tra¨gheit.
Die Abweichung von der Sinusform des Druckes p0 ergibt sich aus dem an Abbildung 5.10
erla¨uterten Sachverhalt.
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Bevor die diskreten Druckwerte weiter untersucht werden, wird zuna¨chst der erste Zeit-
schritt betrachtet. Bei der Vorgabe eines sinusfo¨rmigen Volumenstroms ist dieser im ersten
Zeitschritt am Einlass gleich null. Da aber am Auslass verschiedene Druckwerte herrschen,
entsteht eine Druckdifferenz, welche die Stro¨mung antreibt. Die im ersten Zeitschritt er-







Abbildung 5.14: Verteilung der normierten Geschwindigkeiten in einer einfachen Verzweigung
im ersten Zeitschritt, bei der Vorgabe von asymmetrischen Druckwerten.
Man erkennt eine Stro¨mung von p22 nach p21, obwohl im oberen Bronchus V˙ = 0 vorgeben
ist. Diese Querstro¨mung resultiert aus der Differenz zwischen den beiden Druckvorgaben
und a¨hnelt einer Pendelluftstro¨mung.
Volumenabha¨ngige Druckvorgaben
Wie in Abschnitt 3.2.2 erwa¨hnt, werden die Druckrandbedingung dynamisch vorgeben.
Als Randbedingung wird an den Auslass ein Ballon angefu¨gt, mit dem das elastische Ver-
halten des Alveolarbereiches modelliert werden soll. Fu¨r diese Vorgabe wird eine Com-
pliance beno¨tigt, welche das Materialverhalten des Ballons beschreibt. Dieser Wert wird
auf 1 · 10−5m3/Pa festgelegt. Er wurde aus der dynamischen Druck-Volumen-Beziehung
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fu¨r Lunge und Thorax abgeleitet (vgl. Abbildung 3.7). Um das elastische Verhalten des
Alveolarbereiches zu charakterisieren, mu¨ssten entsprechende Compliance-Werte ermit-
telt werden.
Es wird also ein volumenabha¨ngiger Druck vorgegeben, der jedoch in jedem Zeitschritt
























Abbildung 5.15: Verlauf der diskreten Druckwerte einer einfachen Verzweigung, dargestellt
u¨ber zwei Perioden.
Aufgrund der symmetrisch vorgegebenen Druckrandbedingung, halbiert sich der eingehen-
de Volumenstrom an der Verzweigungsstelle. In Abbildung 5.15 nehmen die Druckwerte
p21 und p22 stets positive Werte an. Der Verlauf entspricht qualitativ dem des einge-
flossenen Volumens (der Verlauf des Volumens eines sinusfo¨rmigen Volumenstroms ist in
Abbildung 4.3 dargestellt).
Um die Untersuchung der Stro¨mung in einer einzelnen Verzweigung abzuschließen, wer-
den nun an den Ausla¨ssen verschiedene Compliance-Werte vorgegeben. Am Auslass von
p21 wird Comp = 1 · 10
−5m3/Pa, am Auslass von p22 wird Comp = 2 · 10
−5m3/Pa ge-
setzt. Die Verla¨ufe der diskreten Druckwerte sind in Abbildung 5.16 und die zugeho¨rigen
Volumenstro¨me in Abbildung 5.17 u¨ber jeweils zwei Perioden dargestellt.
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Abbildung 5.17: Verlauf der Volumenstro¨me einer einfachen Verzweigung fu¨r die ersten zwei
Perioden.
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Abbildung 5.17 zeigt, dass die Aufteilung der Volumenstro¨me bei verschiedenen Compliance-
Werten an den Ausla¨ssen nicht mehr symmetrisch ist. Dieser Effekt tritt auch in patho-
logischen Lungenarealen auf. U¨ber die volumenabha¨ngige Druckrandbedingung ko¨nnen
daher gro¨ßere Compliance-Werte vorgegeben und somit ein pathologisches Lungenverhal-
ten modelliert werden.
5.4 Untersuchung von Bronchialba¨umen
In Abschnitt 2.1.2 wurde bereits erwa¨hnt, dass in der Lunge eine funktionale Unterschei-
dung zwischen konvektivem und diffusivem Transport vorgenommen werden kann. Um die
angesprochene Trennung am Bernoulli-Modell zu u¨berpru¨fen, wird eine Stro¨mungssituat-
ion eingestellt, fu¨r die am Einlass die charakteristischen Werte Re= 21875, 3 und Wo=
19, 36 gelten. Diese entsprechen dem Beatmungsfall HFOV 3 aus Tabelle 2.1. Die Stro¨mung
im Bronchialbaum wird einmal von Generation null bis 18 (Rechnung 1) und einmal von
Generation null bis 23 (Rechnung 2) untersucht. An allen Ausla¨ssen wurde ein Druckwert

























Abbildung 5.18: Druckverlauf bei unterschiedlicher Baumtiefe mit den charakteristischen Pa-
rametern Re= 21875, 3 undWo= 19, 36 am Einlass, normiert auf die maximale Druckamplitude
der Rechnung 2.
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Der Vergleich in Abbildung 5.18 verdeutlicht die gute U¨bereinstimmung der beiden Ergeb-
nisse. Die maximale Druckamplitude fu¨r Rechnung 1 betra¨gt 36, 96 Pa und fu¨r Rechnung 2
bei 37, 02 Pa. Die Druckverla¨ufe in Abbildung 5.18 sind auf die maximale Amplitude von
Rechnung 2 normiert. Die Abweichung der maximalen Druckamplituden von 1, 6 · 10−3
zeigt, dass die letzten Generationen eines Bronchialbaumes keinen wesentlichen Einfluss
auf die Lo¨sung ausu¨ben, da der konvektive Transport vernachla¨ssigbar ist. Somit reduziert
sich die Anzahl der Unbekannten im Gleichungssystem, was sich auf den Speicherplatz
und die Rechenzeit auswirkt. Diese werden in Abschnitt 5.5 erla¨utert.
Um die Berechnung von Druckverlusten in Bronchialba¨umen genauer zu untersuchen, wird
die Druckrandbedingung von Rechnung 1 variiert. Bei einer Generationstiefe von GT =
18 existieren 262144 Ausla¨sse. In Rechnung 1 wurde an allen Ausla¨ssen ein Druckwert
von 0 Pa in jedem Zeitschritt vorgegeben. Die Druckrandbedingung wird dahingehend
vera¨ndert, dass an jedem Auslass eine symmetrische Compliance (Comp = 10−6m3/Pa)
vorgeben wird. Dieser Fall wird als Rechnung 1a bezeichnet. In einem zweiten Fall wird
die Druckrandbedingung so gea¨ndert, dass zwei verschiedene Compliance-Werte vorgege-
ben werden. Diese sind symmetrisch auf die linke und rechte Seite des Bronchialbaumes
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p18−1 . . . p18−131072 p18−131073 . . . p18−262144
Bereich A Bereich B
Abbildung 5.19: Symmetrisch verteilte Bereiche des Bronchialbaumes fu¨r die Vorgabe von
Compliance-Werten, Bereich A fu¨r die linke Seite, Bereich B fu¨r die rechte.
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Fu¨r den Bereich A wird eine Compliance mit dem Wert Comp = 10−5m3/Pa und fu¨r
den Bereich B eine Compliance mit dem Wert Comp = 10−6m3/Pa vorgegeben. Dieser
Fall wird als Rechnung 1b bezeichnet. Im dritten Fall (Rechnung 1c) wird eine zufa¨llige
Verteilung der Compliance-Werte an den Ausla¨ssen (10−5m3/Pa ≤ Comp ≤ 10−6m3/Pa)
betrachtet. Der Druckverlauf am Einlass ist fu¨r alle drei Rechnungen in Abbildung 5.20























Abbildung 5.20: Verlauf des Druckes am Einlass eines Bronchialbaumes u¨ber 19 Generationen
bei der Vorgabe verschiedener Druckrandbedingungen, normiert auf die maximale Druckampli-
tude von Rechnung 1a.
In Abbildung 5.20 sieht man die resultierenden Druckverla¨ufe am Einlass des Bronchial-
baumes bei der Vorgabe verschiedener Druckrandbedingungen. Die maximale Druckam-
plitude betra¨gt 1327, 1 Pa. Der Druckanstieg durch die Vorgabe von Compliance-Werten
als Randbedingung am Auslass hat einen signifikanten Einfluss auf den Druckverlauf.
Wa¨hrend der Nulldurchgang des Druckverlaufs in Abbildung 5.18 bei ∆t
T
= 0, 5 liegt,
verschiebt sich dieser in Abbildung 5.20 nach rechts. Die Druckamplitude wa¨hrend der In-
spiration ist in Abbildung 5.18 etwas geringer als die der Exspiration. In Abbildung 5.20 ist
diese bei der Exspiration wesentlich ho¨her. Das bedeutet, dass die Druckkurve nach oben
verschoben wird. Im Gegensatz zu statischen Randbedingungen, bei denen die Druck-
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randbedingung u¨ber die gesamte Periode konstant ist, vera¨ndert sich auch der Verlauf der
Kurve. Bei gro¨ßeren Compliance-Werten wu¨rde u¨ber die gesamte Periode ein positiver
Druck vorliegen. Im Bronchialbaum wu¨rde somit auch bei der Inspiration ein U¨berdruck
entstehen, was ein pathologisches Lungenverhalten aufzeigt.
Auch die Art der Vorgabe der Compliance-Werte hat entscheidenden Einfluss auf den
Druckverlauf. Bei der Rechnung 1b liegt der Mittelwert bei Comp = 5, 5 · 10−5. Der Mit-
telwert der zufa¨llig verteilten Compliance-Werte fu¨r die Rechnung 1c betra¨gt Comp =
5, 53 · 10−5. Trotz nahezu identischer Mittelwerte unterscheiden sich die aus den beiden
Rechnungen resultierenden Druckverla¨ufe deutlich.
Der Druckanstieg durch die volumenabha¨ngige Druckrandbedingung dominiert gegenu¨ber
den Druckverlusten durch Reibung, Tra¨gheit und Verzweigungen. Wa¨hrend die maximale
Druckamplitude der Rechnung 1 bei 37, 02 Pa liegt, erho¨ht sich diese bei Rechnung 1a
auf 1327, 1 Pa. In Abbildung 5.21 werden daher die Werte der Druckrandbedingung in je-























Abbildung 5.21: Verlauf der Druckwerte fu¨r die Randbedingung fu¨r die Rechnung 1a in jedem
Zeitschritt , normiert auf deren maximale Druckamplitude.
In Abschnitt 5.3 wurde bereits angesprochen, dass die Vorgabe eines Druckwertes am
Auslass einen Einfluss auf die Druckverteilung im Baum hat. Wu¨rden man einen kon-
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stanten Wert von 10 Pa u¨ber die gesamte Periode vorgegeben, wu¨rde sich die Druckkurve
auch um 10 Pa nach oben verschieben. Bei der Rechnung 1a (welche einen symmetrischen
Fall darstellt), gilt bei ∆t
T
= 0, 5 eine Druckvorgabe von ca. 1000 Pa. Daru¨ber hinaus
a¨ndert sich der vorgegebene Druckwert in jedem Zeitschritt, sodass sich auch der Verlauf
der Druckkurve a¨ndert. Das erkla¨rt den starken Einfluss der Compliance-Werte auf den
Druckverlauf.
Als na¨chstes wird die Verteilung der Werte fu¨r Druck und Volumenstrom im Baum be-



























Abbildung 5.22: Verlauf der Druckwerte in Generation zwei eines Bronchialbaumes u¨ber 19
Generationen, normiert auf die maximale Druckamplitude von Rechnung 1b (linke Seite).
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Abbildung 5.23: Verlauf der Druckwerte in Generation zwei eines Bronchialbaumes u¨ber 19























Abbildung 5.24: Verlauf der Druckwerte in Generation 17 eines Bronchialbaumes u¨ber 19
Generationen, normiert auf die maximale Druckamplitude von Rechnung 1b (linke Seite).
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Abbildung 5.25: Verlauf der Druckwerte in Generation 17 eines Bronchialbaumes u¨ber 19
Generationen, normiert auf die maximale Druckamplitude von Rechnung 1b (rechte Seite).
In den Abbildungen 5.22 und 5.24 sind die Druckwerte in Generation eins dargestellt.
Zum Vergleich zeigen die Abbildungen 5.23 und 5.25 die Druckwerte in Generation 17.
Die Auswertung hat ergeben, dass alle Druckwerte in den Bereichen A und B in jeder
Generation identisch sind.
Auch die in den Abbildungen 5.26 bis 5.29 dargestellten Volumenstro¨me verhalten sich
a¨hnlich.
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Abbildung 5.26: Verlauf der Volumenstro¨me in Generation eins und zwei eines Bronchialbau-





























Abbildung 5.27: Verlauf der Volumenstro¨me in Generation eins und zwei eines Bronchialbau-
mes u¨ber 19 Generationen, normiert auf die maximale Amplitude des eingehenden Volumen-
stroms (rechte Seite).
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Abbildung 5.28: Verlauf der Volumenstro¨me in Generation 17 eines Bronchialbaumes u¨ber






























Abbildung 5.29: Verlauf der Volumenstro¨me in Generation 17 eines Bronchialbaumes u¨ber 19
Generationen, normiert auf die maximale Amplitude des eingehenden Volumenstroms (rechte
Seite).
Die Werte der Volumenstro¨me sind fu¨r die Bereiche A und B in jeder Generation eben-
falls identisch. Wenn an den Ausla¨ssen zwei verschiedene Compliance-Werte symmetrisch
vorgegeben werden, liegt auf jeder Seite eine vollsta¨ndig symmetrische Stro¨mung vor.
Demzufolge verhalten sich die Bereiche A und B wie Bronchialba¨ume mit symmetrischen
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Randbedingungen.
Zusa¨tzlich entsteht eine Schwingung der Volumenstro¨me, bis nach ca. drei Perioden ein
eingeschwungener Zustand erreicht ist. Das Schwingverhalten ist in Abbildung 5.30 bei-



























Abbildung 5.30: Verlauf eines Volumen-
stroms in Generation zehn eines Bronchial-
baumes u¨ber 19 Generationen, normiert auf
























Abbildung 5.31: Verlauf eines Druckwer-
tes in Generation zehn eines Bronchialbaumes
u¨ber 19 Generationen, normiert auf die maxi-
male Amplitude des Druckes am Einlass.
5.5 Rechenzeit- und Speicherplatzbedarf
Von besonderer Bedeutung ist der Rechenzeit- und der Speicherplatzbedarf des entwi-
ckelten Programms, der im folgenden Abschnitt diskutiert wird. Dazu wurde ein Rechner
benutzt, welcher u¨ber einen Prozessor mit einer Taktfrequenz von 2, 5 GHz verfu¨gt. Der
Rechner ist mit 8 GB Arbeitsspeicher ausgestattet.
Als erstes werden die in Abschnitt 4.2 beschriebenen Algorithmen zur Aufbereitung der
Daten hinsichtlich ihres Rechenzeit- und ihres Speicherplatzbedarfs untersucht. Die drei
Algorithmen bestehen aus:
a) Generierung einer n× n Matrix
b) Generierung eines 3×m Feldes und
c) Generierung von Listen.
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Bei der Reservierung des Speichers fu¨r ein Feld werden pro Eintrag acht Byte beno¨tigt.
Das entspricht einer Fließkommazahl mit 15 Stellen. Um die Algorithmen zu vergleichen
wurde der theoretisch beno¨tigte Speicherplatz berechnet. Algorithmus a) reserviert also
n ·n Eintra¨ge und Algorithmus b) 3 ·m Eintra¨ge. Da bei Algorithmus c) der Spaltenindex
nicht explizit beno¨tigt wird, werden hier nur 2 ·mWerte gespeichert. Die Tabelle 5.5 zeigt
eine U¨bersicht des beno¨tigten Speicherplatzes fu¨r die verschiedenen Algorithmen, wobei
SP der beno¨tigte Speicherplatz ist.
Tabelle 5.1: Speicherplatzbedarf der Algorithmen
GT n m SP a) SP b) SP c)
4 2.20 · 101 5.60 · 101 3.78 kB 1.31 kB 0.88 kB
6 9.40 · 101 2.48 · 102 69.03 kB 5.81 kB 3.88 kB
11 3.07 · 103 8.18 · 103 71.91 MB 191.81 kB 127.88 kB
14 2.46 · 104 6.55 · 104 4.5 GB 575.95 kB 383.96 kB
15 4.92 · 104 1.31 · 105 18 GB 1.12 MB 767.96 kB
16 9.83 · 104 2.62 · 105 72 GB 6 MB 4 MB
20 3.15 · 106 8.39 · 106 192 TB 192 MB 128 MB
24 2.52 · 107 6.71 · 107 4608 TB 1.5 GB 1 GB
Aus Tabelle 5.5 wird deutlich, dass fu¨r die Verarbeitung der Daten eine effiziente Spei-
cherverwaltung no¨tig ist. Bei einer Generationstiefe von 24, wu¨rde eine n × n Matrix mit
ca. 6.33 · 1014 Eintra¨gen erzeugt, davon sind nur ca. 10−5% Elemente ungleich Null (vgl.
Abbildung 4.2). Das verdeutlicht, dass es schwierig ist, eine Matrix fu¨r 15 Generationen
auf einem herko¨mmlichen Rechner zu speichern, da hierfu¨r 18 GB freier Arbeitsspeicher
no¨tig ist.
Des Weiteren wird der Rechenzeitbedarf des Algorithmus (RZ) analysiert. Dazu wird im
Programm ausschließlich die Zeit gemessen, die fu¨r die Abarbeitung der Algorithmen a),
b) und c) no¨tig ist. Das Ergebnis zeigt die Tabelle 5.5.
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Tabelle 5.2: Rechenzeitbedarf der Algorithmen
GT n m RZ a) in s RZ b) in s RZ c) in s
10 1, 50 · 103 4, 01 · 103 0.21 0.1 0
11 3, 07 · 103 8, 18 · 103 0.85 0.4 0
14 2, 46 · 104 6, 55 · 104 190 33.8 0.01
15 4, 92 · 104 1, 31 · 105 xxx 149 0.01
16 9, 83 · 104 2, 62 · 105 xxx 576 0.03
17 1, 97 · 105 5, 24 · 105 xxx 2220 0.04
21 3, 15 · 106 8, 39 · 106 xxx xxx 0.65
24 2, 52 · 107 6, 71 · 107 xxx >200 h 5.28
Auch die beno¨tigten Rechenzeiten belegen, dass eine Kompaktspeicherung der Daten sehr
wichtig ist. Bei Algorithmus a) zeigen sich im Vergleich zu den Algorithmen b) und c)
hohe Rechenzeiten. Bei einem Bronchialbaum mit einer Generationstiefe von 15, konnten
keine Rechenzeiten ermittelt werden, da nicht genug Speicherplatz fu¨r die Erzeugung der
Felder vorhanden war. Mit Erho¨hung der Generationstiefe um eins, steigen die Rechen-
zeiten von Algorithmus b) um ca. das Vierfache. Ein Test zur Verarbeitung von 24 Ge-
nerationen (2.52 · 1007 Unbekannte) wurde nach 200 h abgebrochen, da eine Abscha¨tzung
des beno¨tigten Rechenzeitbedarfs einen Wert von 10000 h ergab. Der selbst entworfene
Listenalgorithmus c) erweist sich hinsichtlich des beno¨tigten Speicherplatz- und Rechen-
zeitbedarfs als a¨ußerst effizient. Die Angabe 0 s in den ersten beiden Spalten bedeutet,
dass die Ergebnisse der Zeitmessung im Bereich der Rechengenauigkeit liegen.
Da zur Lo¨sung der Gleichung (4.6) ein Open Source Gleichungslo¨ser benutzt wird, werden
als na¨chstes dessen Rechenzeiten bestimmt. Da die Rechenzeiten des Lo¨sers bei identischen
Rechnungen unterschiedliche Werte aufweisen, wurden mehrere Rechnungen durchgefu¨hrt.
Tabelle 5.5 entha¨lt Richtwerte fu¨r die Rechenzeit des UMFPACK-Lo¨sers bei verschiedenen
Generationstiefen.
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Tabelle 5.3: Rechenzeit des UMFPACK-Lo¨sers
GT n RZ in s
14 2, 46 · 104 ca. 8, 8 · 10−2
15 4, 92 · 104 ca. 1, 5 · 10−1
16 9, 83 · 104 ca. 3, 0 · 10−1
20 1, 57 · 106 ca. 1, 6 · 101
21 3, 15 · 106 ca. 1, 0 · 102
22 6, 29 · 106 ca. 6, 0 · 102
Tabelle 5.5 entha¨lt Richtwerte fu¨r die beno¨tigte Rechenzeit des Lo¨sers ab einer Gene-
rationstiefe von 14. Fu¨r GT < 14 wurde keine Rechenzeitbestimmung durchgefu¨hrt,
da die Werte sehr klein werden und daher nicht mehr ausschlaggebend sind. Mit dem
UMFPACK-Lo¨ser sind nur Berechnungen bis zu einer Generationstiefe von 22 mo¨glich,
da dieser bei einer GT > 22 einen Speicherzugriffsfehler meldet. Symmetrische Berech-
nungen ko¨nnen jedoch bis GT = 24 durchgefu¨hrt werden, da hier die Anfangswerte bereits
die Lo¨sung darstellen und keine Iteration no¨tig ist. Der UMFPACK-Lo¨ser wird daher bei
symmetrischen Berechnungen nicht beno¨tigt (vgl. Abschnitt 4).
Als na¨chstes wird der Rechenzeitbedarf des gesamten Modells bestimmt. Da das Bernoulli-
Modell spa¨ter als Randbedingung fu¨r dreidimensionale Stro¨mungssimulationen genutzt
werden soll, wird die zur Berechnung eines Zeitschrittes notwendige Rechenzeit bestimmt.
Tabelle 5.5 fasst die beno¨tigten Rechenzeiten einer symmetrischen und einer asymmetri-
schen Problemstellung zusammen. Bei der Berechnung der asymmetrischen Problemstel-
lungen ha¨ngt die Rechenzeit zusa¨tzlich von der Anzahl der Iterationen fu¨r das Erreichen
einer konvergierten Lo¨sung ab. In Tabelle 5.5 sind daher neben den Rechenzeiten die
Anzahl der durchgefu¨hrten Iterationen angegeben.
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Tabelle 5.4: Rechenzeit des Gesamtmodells
GT n RZ in s (symm.) RZ in s (asymm.) Iterationen (asymm.)
4 2, 20 · 101 5, 3 · 10−5 7, 0 · 10−4 3
6 9, 40 · 101 1, 6 · 10−4 2, 8 · 10−3 3
11 3, 07 · 103 4, 4 · 10−3 1, 1 · 10−1 3
14 2, 46 · 104 3, 6 · 10−2 8, 1 · 10−1 4
15 4, 92 · 104 7, 3 · 10−2 1, 6 · 100 4
16 9, 83 · 104 1, 5 · 10−1 3, 2 · 100 4
20 1, 57 · 106 2, 3 · 100 9, 5 · 101 4
21 3, 15 · 106 4, 6 · 100 5, 7 · 102 5
22 6, 29 · 106 9, 3 · 100 3, 4 · 103 5
24 2, 52 · 107 3, 7 · 101 xxx xxx
Bei steigender Anzahl der Unbekannten, steigt auch die Zahl der beno¨tigten Iterationen.
Wa¨hrend bei 3, 07 · 103 Unbekannten drei Iterationen no¨tig sind, erho¨ht sich die Anzahl
bei 3, 15 · 106 Unbekannten auf fu¨nf.
Bei einer symmetrischen Problemstellung ha¨ngt die beno¨tigte Rechenzeit demzufolge li-
near von der Zahl der Unbekannten ab. Bei asymmetrischen Problemstellungen ist der
Zusammenhang bis n ≈ 105 noch linear. Bei Erho¨hung der Generationstiefe von 20 auf
21 bzw. von 21 auf 22 verdoppelt sich die Zahl der Unbekannten. Die Rechenzeit steigt
hingegen um den Faktor sechs.
Um die Analyse des Programms abzuschließen, wird zusa¨tzlich der reservierte Speicher-
platz des Programms bestimmt. Zu Beginn des Abschnittes wurde der theoretisch beno¨tigte
Speicherplatz eines Algorithmus berechnet, jetzt wird der vom Programm angeforderte
Speicher ausgewertet.
Tabelle 5.5: Speicherplatz des Gesamtmodells
GT n SP (symm.) SP (asymm.)
11 3, 07 · 103 < 10 MB < 10 MB
14 2, 46 · 104 < 10 MB 15, 43 MB
15 4, 92 · 104 < 10 MB 23, 15 MB
16 9, 83 · 104 < 10 MB 38, 55 MB
20 1, 57 · 106 84, 88 MB 0, 75 GB
21 3, 15 · 106 0, 21 GB 1, 68 GB
22 5, 00 · 106 0, 33 GB 3, 38 GB
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Der beno¨tigte Speicherplatz ha¨ngt linear mit der Zahl der Unbekannten zusammen, wo-
bei der Speicherbedarf des selbstentworfenen Teils des Programms minimiert wurde. Die
Speicheranforderungen des Gleichungslo¨sers konnten nicht vera¨ndert werden. Ein Spei-
cherplatzbedarf von weniger als 10 MB konnte nicht exakt ausgewertet werden, da das
verwendete Analyseprogramm Speicheranfragen unter 10 MB nicht auswertet. Da Werte
in dieser Gro¨ßenordnung jedoch nicht relevant sind, ist eine genauere Analyse in diesem
Bereich auch nicht no¨tig.
Das Bernoulli-Modell kann fu¨r die Berechnung von Druckverlusten in Bronchialba¨umen
mit einer Generationstiefe von bis zu 19 eingesetzt werden. Die Berechnung von tiefe-
ren Generationen ist nicht no¨tig, da hier keine konvektiven Effekte auftreten (vgl. Ab-
schnitt 5.4).
Wenn das Modell als Randbedingung in einer dreidimensionale Stro¨mungsimulation in
den ersten sechs Generationen eingesetzt wird, muss das Bernoulli-Modell in Generation
sieben beginnen. Aufgrund der Dominanz des konvektiven Transport im Bereich des Bron-
chialbaumes bis zur Generation 18, werden mit dem Bernoulli-Modell insgesamt 12 Gene-
rationen abgedeckt. Fu¨r Generationstiefen zwischen etwa 11 bis 14 liegen die beno¨tigten
Rechenzeiten zwischen 0, 1 und 0, 8 s (siehe Tabelle 5.5). Der erforderliche Speicherplatz
liegt bei etwa 15 MB (vgl. Tabelle 5.5).
5.6 Nicht-sinusfo¨rmige Volumenstro¨me
Bisher wurden ausschließlich sinusfo¨rmige Volumenstro¨me vorgegeben. Diese liegen auch
der analytischen Lo¨sung einer oszillierenden Rohrstro¨mung (vgl. Gleichung (2.12)) zu-
grunde. Die analytische Lo¨sung berechnet fu¨r eine Druckamplitude eine Geschwindigkeits-
amplitude, wobei beide Amplituden fu¨r sinusfo¨rmige Schwingungen gelten. Das Bernoulli-
Modell berechnet hingegen einen Druckverlust fu¨r einen diskreten Wert des Volumen-
stroms. In Abbildung 5.32 werden die Verla¨ufe des Druckes und des Volumenstroms am
Eingang des Systems gezeigt. Als Stro¨mungsfall wurde HFOV 3 gewa¨hlt (siehe Tabel-
le 2.1).
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Abbildung 5.32: Sinusfo¨rmiger Volumenstrom mit zugeho¨rigem Druckverlauf am Einlass.
Wenn einem beliebiger zeitlicher Verlauf des Volumenstroms vorliegt, wird dieser zeitlich
diskretisiert. Zu jedem diskreten Zeitpunkt liegt dann ein Wert fu¨r den Volumenstrom
vor. Fu¨r diesen Wert berechnet das Bernoulli-Modell eine stationa¨re Lo¨sung. Folgende
Volumenstro¨me werden betrachtet:
a) V˙1 = V˙ · sin (ω · t) + V˙ ·
1
3
· sin (3 ·ω · t)
b) V˙2 =
V˙ , fu¨r t≤T
2
−V˙ , fu¨r t >T
2
c) V˙3 =




), fu¨r t >T
2
.
Dabei wird der Volumenstrom als Funktion der Zeit vorgegebenen und eine zeitliche Dis-
kretisierung mit 16000 Zeitschritten vorgenommen. In den folgenden Abbildungen werden
die Volumenstro¨me und die zugeho¨rigen Druckverla¨ufe gezeigt. Folgende Volumenstro¨me
werden untersucht:
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Abbildung 5.34: Volumenstrom b) mit zugeho¨rigem Druckverlauf am Einlass.
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Abbildung 5.35: Volumenstrom c) mit zugeho¨rigem Druckverlauf am Einlass.
Die Abbildungen zeigen den Verlauf der vorgegebenen Volumenstro¨me. Die zugeho¨rige
Druckkurve zeigt einen qualitativ a¨hnlichen, phasenversetzten Verlauf. Bei sprunghaften
A¨nderungen des Volumenstroms, erfolgt auch ein großer Ausschlag der Druckkurve. Dies
liegt an der Tra¨gheit des oszillierenden Fluids. Es muss jedoch beru¨cksichtigt werden,
dass die Tra¨gheit von der zeitlichen A¨nderung des Volumenstroms abha¨ngt. Die zeitli-
che Ableitung wird u¨ber Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen bestimmt, weshalb bei steilen Gradienten
ein gro¨ßerer Fehler auftritt (siehe Abschnitt 4.4). Das Modell arbeitet also bei flacheren
Gradienten auch mit einem kleinerem Fehler.
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6 Zusammenfassung und Ausblick
Bei der Ventilation in der menschlichen Lunge entsteht, aufgrund der vielschichtig ver-
zweigten Geometrie, ein sehr komplexes Stro¨mungsfeld. Das Stro¨umgsverhalten ist aus-
schlaggebend fu¨r den Erfolg der maschinellen Beatmung. Die Untersuchung und Beschrei-
bung der Stro¨mungsvorga¨nge, soll zu einem besseren Versta¨ndnis der stro¨mungsphysikal-
ischen Vorga¨nge fu¨hren und somit auch zu einer effizienten Beatmung. Gerade im Bereich
der HFOV-Beatmung fehlt es z.B. an Informationen u¨ber die Einstellungsparameter der
Beatmungsgera¨te. Um das Stro¨mungsverhalten wa¨hrend der Ventilation besser zu ver-
stehen, werden experimentelle und numerische Untersuchungen durchgefu¨hrt. Die nume-
rischen Untersuchungen weisen aufgrund der komplexen Topologie einen enormen Re-
chenaufwand auf. Um diese trotzdem realisieren zu ko¨nnen, beschra¨nken sich numerische
Stro¨mungssimulationen meist auf die oberen Generationen der Lunge. Um dabei auch den
Einfluss der nicht aufgelo¨sten Bereiche zu erfassen, werden einfache Randbedingungsmo-
delle beno¨tigt. Das Ziel dieser Arbeit ist die Erstellung eines solchen, eindimensionalen
Randbedingungsmodells.
Um die Topologie der Lunge auf einfache Weise einer Berechnung zuga¨nglich zu machen,
wird diese zuna¨chst vereinfacht. In Abschnitt 2.1.1 wurde das Weibelmodell erla¨utert,
welches die Lunge als Netzwerk aus geraden, starren Ro¨hren (Bronchien) betrachtet. Das
fu¨hrt zu einfachen geometrischen Randbedingungen, die fu¨r die Stro¨mungsuntersuchung
gelten sollen.
In Abschnitt 3 wurde ein eindimensionales Modell entwickelt, welches Schrittweise fu¨r
einen einzelnen Bronchus und die Verzweigung von Bronchien, entsprechend des Wei-
belmodells, hergeleitet wurde. Die eindimensionale Betrachtung setzt verschiedene An-
nahmen voraus. Die Stro¨mung wird als inkompressibel und laminar angenommen, was
in dem betrachteten Parameterraum auch na¨herungsweise zutrifft. Zusa¨tzlich wird eine
voll ausgebildete Stro¨mung vorausgesetzt. Das bedeutet, dass Einlaufeffekte, die von der
Reynolds- und der Womersley-Zahl abha¨ngen, vom Modell nicht beru¨cksichtigt werden.
Die Energieerhaltung wird in Form der Bernoulli-Gleichung ausgedru¨ckt, in der u¨ber Zu-
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satzterme die Druckverluste durch Reibung, die Tra¨gheit des oszillierenden Fluids und die
Verzweigungen der Bronchien eingehen. Die Druckverluste an den Verzweigungen werden
in den bisherigen eindimensionalen Modellen nicht beru¨cksichtigt. Da jeder einzelne Bron-
chus als starre Ro¨hre angena¨hert wird, ist das elastische Verhalten der Lunge nicht erfasst.
Als Randbedingung fu¨r das Modell dient ein volumenabha¨ngiger Druck am Auslass. Dieser
wird durch einen angeha¨ngten Ballon beschrieben. U¨ber diese Randbedingung wird das
elastische Verhalten des Alveolarbereiches und der nicht aufgelo¨sten Generationen model-
liert. Der Alveolarbereich entspricht im vorgestellten Modell daher den untersten, nicht
berechneten Generationen, in denen aufgrund der geringen Stro¨mungsgeschwindigkeiten
keine konvektiven Effekte auftreten. Fu¨r den Alveolarbereich fehlt es jedoch an Daten fu¨r
lokale Compliance-Werte.
Das so entwickelte Modell fu¨hrt mit den geometrischen Randbedingungen zu einem Sys-
tem von Differentialgleichungen. Durch den Einsatz von Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen, wird die-
ses auf ein System von diskreten, nichtlinearen Gleichungen zuru¨ckgefu¨hrt und mit dem
Gauss-Newton-Verfahren gelo¨st. Da das Konvergenzverhalten des Verfahrens stark von
den Anfangswerten der Iteration abha¨ngt, wurden fu¨r jede Stro¨mungssituation individu-
elle Startwerte hergeleitet. Diese fu¨hren auch bei großen Gleichungssystemen bereits nach
wenigen Iterationen zur gesuchten Lo¨sung.
Das Modell wurde mit der Programmiersprache C++ in einem selbst entwickelten Pro-
gramm umgesetzt. Die einzelnen Schritte sind in Abschnitt 4 erla¨utert. Das Programm
soll beliebige Bronchialba¨ume und Ventilationsszenarien berechnen. Daher umfasst die
Implementierung sowohl das Aufstellen der Gleichungen als auch das Lo¨sen des Glei-
chungssystems. Aufgrund der großen Anzahl von Variablen entstehen Gleichungssysteme
mit bis zu 2, 5 · 107 Unbekannten. Ein wichtiger Faktor bei der Implementierung sind da-
her der Rechenzeit- und der Speicherplatzbedarf, welche in Abschnitt 5.5 untersucht und
diskutiert wurden.
Bei großen Datenmengen hat die Verarbeitung der Daten einen erheblichen Einfluss auf
die Rechenzeit. Um die Verarbeitungszeit der Daten mo¨glichst gering zu halten, wurde
ein effizienter Algorithmus entwickelt. Dieser wurde hinsichtlich des verwendeten Spei-
cherplatzes und der beno¨tigten Rechenzeit optimiert.
Das entwickelte Modell wird in Abschnitt 5.2 an einem einzelnen Bronchus untersucht.
Die Ergebnisse werden mit der analytischen Lo¨sung einer oszillierenden Rohrstro¨mung
verglichen. Dabei zeigt das Bernoulli-Modell eine sehr gute U¨bereinstimmung mit der
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analytischen Lo¨sung bis Wo= 0, 1. Mit steigender Womersley-Zahl, ergibt sich eine Ab-
weichung, die ihr Maximum bei Wo = 5 in der Gro¨ßenordnung 10−1 hat. Die mittlere
Abweichung liegt in der Gro¨ßenordnung 5 · 10−2. Auch der erwartete Phasenversatz wird
vom Bernoulli-Modell erfasst. Die Abweichungen liegen in der Gro¨ßenordnung 10−1.
In Abschnitt 5.3 wird eine einfache Verzweigung untersucht, die aus drei Bronchien be-
steht. Der Vergleich einer dreidimensionalen Stro¨mungssimulation zeigt eine sehr gute
U¨bereinstimmung, besonders im Bereich der Exspiration. Abweichungen ergeben sich je-
doch infolge der getroffenen Annahmen. Da das entwickelte Modell auf der Bernoulli-
Gleichung aufbaut, wird eine eindimensionale Betrachtung der Stro¨mung vorgenommen.
Dadurch ko¨nnen mehrdimensionale Stro¨mungsstrukturen, wie z.B. Ablo¨sungen an den
Verzweigungstellen, nur durch empirisch ermittelte Koeffizienten erfasst werden.
Durch die Vorgabe von asymmetrischen Druckwerten als Randbedingung, ko¨nnen an den
offenen Enden des Systems verschiedene Compliance-Werte eingestellt werden. Das fu¨hrt
zu einer ungleichma¨ßigen Verteilung der Volumenstro¨me. Diese Verteilung ist ausschlag-
gebend fu¨r die Verteilung der Atemgase in der Lunge und kann u¨ber die Druckrandbe-
dingung nachgebildet werden. Im Vergleich zu bestehenden Modellen, beru¨cksichtigt das
Bernoulli-Modell auch Druckverluste an den Verzweigungen.
In Abschnitt 5.4 wurden Bronchialba¨ume u¨ber mehrere Verzweigungen untersucht. Die
Berechnungen besta¨tigen die in Abschnitt 2.1.2 angesprochene Trennung von konvektiven
und diffusiven Transportvorga¨ngen. Aufgrund der geringen Stro¨mungsgeschwindigkeiten,
treten in diesen keine konvektiven Effekte mehr auf. Der diffuse Transport wird im ein-
dimensionalen Bernoulli-Modell nicht beru¨cksichtigt. Die unteren Generationen mu¨ssen
daher nicht betrachtet werden, was eine Reduzierung des Gleichungssystems ermo¨glicht.
Der Bedarf an Speicherplatz und die beno¨tigte Rechenzeit wurden in Abschnitt 5.5 ein-
gehend untersucht. Dabei wurde festgestellt, das bei großen Generationstiefen hohe Re-
chenzeiten auftreten. Fu¨r den Einsatz als Randbedingung treten bei Generationstiefen
zwischen 11 ≤ GT ≤ 14 Rechenzeiten zwischen 0, 1 s und 0, 8 s auf. Der erforderliche
Speicherplatz liegt bei etwa 15 MB. Die Rechenzeit betra¨gt im Vergleich mit einer dreidi-
mensionalen Stro¨mungssimulation in Abschnitt 5.3 nur ca. 1
20000
, wodurch sich ein hohes
Potential fu¨r die Verwendung als Randbedingung ergibt.
Das vorgestellte Modell wurde so entwickelt, dass als Eingabedaten die Ergebnisse einer
dreidimensionalen Simulation verwendet werden ko¨nnen. Dabei ko¨nnen die Werte der Ge-
schwindigkeit und der Zeitschrittweite beliebig gewa¨hlt werden. In Abschnitt 5.6 wurde
das Modell daher mit nicht-sinusfo¨rmigen Volumenstro¨men getestet, welche bei der Kopp-
lung mit dreidimensionalen Simulationen auftreten. Das Ergebnis zeigt, dass die Form der
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eingehenden Volumenstro¨me fu¨r das Modell unbedeutend ist. Das ist ein großer Vorteil
des Modells. Andere Modelle, wie z.B. das Impedanz-Modell basieren auf der analytischen
Lo¨sung einer oszillierenden Rohrstro¨mung. Diese setzt eine sinusfo¨rmige Druckschwingung
voraus. Fu¨r nicht-sinusfo¨rmige Druckschwingungen kann daher nur schwer eine Aussage
getroffen werden.
Das Bernoulli-Modell kann zusa¨tzlich mit einer variablen Zeitdiskretisierung rechnen. Das
ist wichtig, da dreidimensionale Stro¨mungssimulationen meist auf einer variablen Zeitdis-
kretisierungen basieren.
Das elastische Verhalten des gesamten Bronchialbaumes wird mit dem vorliegenden Mo-
dell nicht erfasst. Die Modellierung des lokalen elastischen Verhaltens des Bronchialbau-
mes und dessen Einfluss auf die konvektiven Transportvorga¨nge und die Druckverluste,
ko¨nnte Gegenstand einer zuku¨nftigen Arbeit sein.
Die Druckrandbedingung, welche das elastische Verhalten des Alveolarbereiches model-
liert, kann um ein nicht-lineares Materialverhalten des Ballons erweitert werden. Bisher
wird ein linear elastisches Verhalten angenommen, was nicht dem Verhalten der Lunge
entspricht. Ein mo¨glicher Ansatz wa¨re ein Mooney-Rivlin-Modell, was unter anderem von
Soodt et al. [25] verwendet wird.
Eine weitere Verbesserung des Modells ko¨nnte die bessere Erfassung der Druckverlus-
te an den Verzweigungen darstellen. In Abschnitt 3.1.2 wurde an den Verzweigungen
stets eine symmetrische Teilung der Volumenstro¨me vorausgesetzt. Bei asymmetrischen
Stro¨mungen treten jedoch komplexere Stro¨mungssituationen, z.B. Querstro¨mungen auf.
Fu¨r diese ko¨nnten neue Bestimmungsgleichungen untersucht und implementiert werden.
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A Anhang - Quellcode Listings
A.1 Funktion setGlSys
// Eingabewerte :
double V˙0 ; // Eingangs−Volumenstrom im
// ak tue l l en Z e i t s c h r i t t
double V˙0alt ; // Eingangs−Volumestrom aus dem
// l e t z t e n Z e i t s c h r i t t
double n1 ; // Generation des E in l a s s e s
double n2 ; // Generation des Aus l a s s e s
double unknown ; // Anzahl der Unbekannten
double numberEq ; // Anzahl der Druckgleichungen
double dt ; // Z e i t s c h r i t tw e i t e ;
double VolNorm ; //Normierungsgr o¨ße f u e r den Volumenstrom
double∗ xPrev ; // Unbekanntenvektor des l e t z t e n Z e i t s c h r i t t e s
double∗ g ; // gegebene Druckwerte an den Ausl a¨ s sen
// se t zen der Za¨ h l i n d i z e s
i n t i = 0 ; // a k t u e l l e Gleichung
in t l = 1 ; // Index f u¨ r e r s t en Term der Druckgleichungen
in t k = 1 ; // Index f u¨ r zweiten Term der Druckgleichungen
in t m = 0 ; // Index f u¨ r Vektor der gegebenen Druckwerte
i n t n = 0 ; // Gleichungen in e i n e r Generation
i n t gen = n1 ; // j ew e i l i g e Generation
// mit Bifgen , Fricgen und Inegen s ind d i e Ver lu s t e beze i chnet
// in d i e s e Werte gehen auch d i e Mate r i a l g r o¨ßen ρ und ν e in
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// Au f s t e l l en der e r s t en Gleichung
// ( Ind i z e s s ind be i j ed e r Kons t e l l a t i on i d en t i s c h )
r [ 0 ] = x [ 0 ] − x [ 1 ] − {Bifgen ∗ V˙
2
0 − Fricgen ∗ V˙0
− Inegen ∗ ( V˙0 − V˙0alt)/ dt ;
gen++;
k++;
// for−S c h l e i f e f u¨ r Druckgleichungen
// ( auß er der l e t z t e n Generation )
f o r ( i = 1 ; i < numberEq − pow(2 , n2−n1 ) ; i++)
{
r [ i ] = x [ l ] − x [ k ] − Bifgen ∗ x[k + 1]
2 − Fricgen ∗ x [ k+1]
− Inegen ∗ ( x [ k+1] − xPrev [ k+1])/ dt ;
i f ( i % 2 == 0)
{




e l s e
{
l = l + 2 ; // hochz a¨ h len von l um 2 ( be i geraden i )
}
}
k = k + 2 ;
n++;
// wenn a l l e Gleichungen e i n e r Generation abg ea rb e i t e t s ind
// wird gen hochgez a¨ h l t und n auf 0 g e s e t z t
i f (n == pow(2 , gen−n1 ) )
{
gen++;
n = 0 ;
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}
}
// for−S c h l e i f e f u¨ r Druckgleichungen
// ( nur in der l e t z t e n Generation )
f o r ( i = numberEq − pow(2 , n2−n1 ) ; i < numberEq ; i++)
{
r [ i ] = x [ l ] − Fricgen ∗ x [ k ] − Inegen ∗ (x [ k ]
− xPrev [ k ] ) / dt − g [m] ;
i f ( i % 2 == 0)
{




e l s e
{






// s e t z t en der e r s t en Kont inuit a¨ t s g l e i chung
// ( Ind i z e s s ind be i j ed e r Kons t e l l a t i on i d en t i s c h )
r [ numberEq ] = V˙0 / volNorm − x [ 3 ] / volNorm − x [ 5 ] / volNorm ;
// neusetzen der Za¨ h l va r i ab l en
k = 7 ;
l = 3 ;
// fo r−S c h l e i f e f u¨ r a l l e Kont inu i t a e t sg l e i chungen
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// ( aus se r der l e t z t e n Generation )
f o r ( i = numberEq + 1 ; i < unknown − pow(2 , n2−n1 ) /2 ; i++)
{
r [ i ] = x [ l ] / volNorm − x [ k ] / volNorm − x [ k+2] / volNorm ;
l = l + 2 ;
k = k + 4 ;
}
// neusetzen der Za¨ h l va r i ab l en
k = k − 1 ;
// fo r−S c h l e i f e f u¨ r a l l e Kont inu i t a e t sg l e i chungen
// ( nur in der l e t z t e n Generation )
f o r ( i = unknown − pow(2 , n2−n1 ) /2 ; i < unknown ; i++)
{
r [ i ] = x [ l ] / volNorm − x [ k ] / volNorm − x [ k+1] / volNorm ;
l = l + 2 ;
k = k + 2 ;
}
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A.2 Funktion setJac
// Eingabewerte :
double n1 ; // Generation des E in l a s s e s
double n2 ; // Generation des Aus l a s s e s
double unknown ; // Anzahl der Unbekannten
double numberEq ; // Anzahl der Druckgleichungen
double dt ; // Z e i t s c h r i t tw e i t e ;
double VolNorm ; //Normierungsgroesse f u e r den Volumenstrom
l i s t <CData> ∗& l i s t e ; // Feld von L i s t en
// CData : s e l b s t ang e l e g t e r Datentyp
// enth a¨ l t den Ze i l en index und den Wert
// mit Bifgen , Fricgen und Inegen s ind d i e Ver lu s t e beze i chnet
// in d i e s e Werte gehen auch d i e Mate r i a l g ro e s s en ρ und ν e in
// se t zen der Za¨ h l va r i ab l en
i n t i = \ co l o r { green }{0} ; // Ze i l en index f u¨ r a k t u e l l e Gleichung
in t k = 1 ; // Spa l ten index f u¨ r a k t u e l l e Gleichung ( e r s t e r Term)
in t l = 1 ; // Spa l ten index f u¨ r a k t u e l l e Gleichung ( zwe i t e r Term)
in t n = 0 ; // Gleichungen in e i n e r Generation
i n t gen = n1+1;// j ew e i l i g e Generation
// Able itung der e r s t en Gleichung
// be i CData(x , y ) en t sp r i ch t x dem Ze i l en index
// und y dem Wert der Able itung
// Befeh l push back ( x) s e t z t den Wert x an das Ende der L i s t e
l i s t e [ 0 ] . push back (CData ( 0 , 1 ) ) ; // l i s t e [ 0 ] en t sp r i ch t Spa l te 0
l i s t e [ 1 ] . push back (CData (0 ,−1)) ; // l i s t e [ 1 ] en t sp r i ch t Spa l te 1
// for−S c h l e i f e f u¨ r Able i tungen der Druckgleichungen
// ( aus se r in der l e t z t e n Generation )
f o r ( i n t i = 1 ; i < numberEq − pow(2 , n2−n1 ) ; i++)
{
l i s t e [ l ] . push back (CData( i , 1 ) ) ;
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i f ( i % 2 == 0)
{




e l s e
{




l i s t e [ k ] . push back (CData( i , −1)) ;
k++;
// wenn a l l e Gleichungen e i n e r Generation abg ea rb e i t e t s ind
// wird gen hochgezaeh l t und n auf 0 g e s e t z t
i f (n == pow(2 , gen−n1 ) )
{
gen++;
n = 0 ;
}
n++;
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−2 ∗ Bifgen ∗ x [ k ] − Fricgen
− Inegen / dt ) ) ;
}
// for−S c h l e i f e f u¨ r Able i tungen der Druckgleichungen
// ( nur in der l e t z t e n Generation )
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f o r ( i n t i = numberEq − pow(2 , n2−n1 ) ; i < numberEq ; i++)
{
l i s t e [ l ] . push back (CData( i , 1 ) ) ;
i f ( i % 2 == 0)
{




e l s e
{
l = l + 2 ; // hochz a¨ h len von l um 2 ( be i geraden i )
}
}
k = k + 1 ;
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−Fricgen
− Inegen / dt ) ) ;
}
// Able itungen der e r s t en Kont inuit a¨ t s g l e i chung
l i s t e [ 3 ] . push back (CData(numberEq ,−1)) ;
l i s t e [ 5 ] . push back (CData(numberEq ,−1)) ;
// neusetzen der Za¨ h l a va r i ab l en
k = 7 ;
l = 3 ;
// Able itungen der Kont inuit a¨ t sg l e i chungen
// auß er der l e t z t e n genera t i on
f o r ( i = numberEq + 1 ; i < unknown − pow(2 , n2−n1 ) /2 ; i++)
{
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−1 / volNorm ) ) ;
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k = k + 2 ;
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−1 / volNorm ) ) ;
k = k + 2 ;
l i s t e [ l ] . push back (CData( i , 1 / volNorm ) ) ;
l = l + 2 ;
}
// Able itungen der Kont inuit a¨ t sg l e i chungen
// nur in der l e t z t e n Generation
f o r ( i = unknown − pow(2 , n2−n1 ) /2 ; i < unknown ; i++)
{
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−1 / volNorm ) ) ;
k = k + 1 ;
l i s t e [ k ] . push back (CData( i ,−1 / volNorm ) ) ;
k = k + 1 ;
l i s t e [ l ] . push back (CData( i , 1 / volNorm ) ) ;
l = l + 2 ;
}
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A.3 Funktion solveGlSys
// Anlegen der noet igen Fe lder
double ∗Ax ; // Feld f u¨ r Mat r ixe in t r a¨ ge
i n t ∗Ai ; // Feld f u¨ r Z e i l e n i n d i z e s
i n t ∗Ap; // Feld f u¨ r Anzahl der Mat r ixe in t r a¨ ge j e Spa l te
vo id ∗Symbolic , ∗Numeric ; // Nu l l z e i g e r f u¨ r UMFPACK
Ap [ 0 ] = 0 ;
l i s t <CData> : : i t e r a t o r i t e r ; // I t e r a t o r f u¨ r L i s t en
i n t counter = 0 ; // Za¨ h l v a r i a b l e
// S c h l e i f e u¨ber d i e Anzahl der Unbekannten
f o r ( i n t i = 0 ; i < n ; i++)
{
// se t zen des I t e r a t o r s an den Anfang der L i s t e i
i t e r = l i s t e [ i ] . beg in ( ) ;
// S c h l e i f e → so l ange wir uns innerha lb e i n e r L i s t e be f inden
whi l e ( i t e r != l i s t e [ i ] . end ( ) )
{
// Schre iben der Werte in das zugeh o¨ r i g e Feld Ax
Ax [ counter ] = (∗ i t e r ) . m value ;
// Schre iben der Ind i z e s in das zugeh o¨ r i g e Feld Ai
Ai [ counter ] = (∗ i t e r ) . m l ine ;
// hochz a¨ h len der Za eh l va r i ab l e
counter++;
// hochz a¨ h len des I t e r a t o r s
i t e r++;
}
// Aufsummieren der Anzahl der Spa l t en e i n t r a eg e
Ap[ i +1] = Ap[ i ] + l i s t e [ i ] . s i z e ( ) ;
}
// U¨bergeben der Daten an UMFPACK
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// symbol i sche Analyse
umfpack di symbol ic (n , n , Ap, Ai , Ax , &Symbolic ,
NULL, NULL) ;
// LU Zer legung
umfpack di numeric (Ap, Ai , Ax , Symbolic , &Numeric ,
NULL, NULL) ;
umfpack d i f r e e symbo l i c (&Symbolic ) ;
// Lo¨ sen des Systems
umfpack d i so lve (UMFPACKA, Ap, Ai , Ax , x , b ,
Numeric , NULL, NULL) ;
umfpack d i f r e e numer i c(&Numeric ) ;
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